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Prefaio
Alane del libroEl tema entral de este libro es algoritmia. El onoimiento de los algoritmosl�asios que se utilizan para resolver problemas en forma meanizada ons-tituye el oraz�on de la disiplina, mitad arte y mitad tenolog��a, llamadaInform�atia. La algoritmia es un tema que si bien est�a normalmente aso-iado a los omputadores, puede verse simplemente omo una disiplina quese oupa de onoer y poder omuniar en forma preisa y sin ambig�uedadesmeanismos de solui�on de problemas.Si bien el lenguaje de programai�on es el meanismo de omuniai�onentre el hombre y la m�aquina, existen prinipios y modelos que han perduradoen el proeso de desribir al omputador lo que debe ejeutar para resolverun problema dado.La evolui�on de los lenguajes de programai�on iniiaron su existeniaapegados al omputador mismo (lenguajes ensambladores) y fueron evolu-ionando hasta llegar a la ategor��a de lenguajes portables, independientesdel omputador que ejeutar�a el algoritmo a tal punto que podremos asegurartener los mismos resultados independientemente del hardware utilizado.En la primera etapa, se debi�o traduir el problema a resolver a la es-trutura del omputador que lo resolver��a. En la atualidad, se modelan losproblemas, se modelan las soluiones y es posible en base a esos modelosexpresar soluiones en el lenguaje de programai�on. En este proeso de ex-presar las soluiones se ha sentido la neesidad de disponer de biblioteasy el elemento prinipal de las biblioteas es tener meanismos para asistiral letor a enontrar lo que busa en la bibliotea. La expresi�on de la so-lui�on no es �unia, podemos hablar de familias de soluiones de un mismoproblema, donde los diferentes miembros de la familia poseen arater��stiasque los haen mas o menos aptos para la solui�on del problema partiulari



iique se esta tratando de meanizar, aptitud que depender�a de onsideraionesambientales. Es en este punto donde se evidenia la neesidad de onoeren forma preisa los elementos (omponentes de software), y on ese onoi-miento poder elegir orretamente a �n de realizar la implementai�on de lasolui�on al problema que nos oupa.Este libro se oupa de presentar los elementos b�asios de la desripi�onde algoritmos, los Tipos Abastratos de Datos (TAD), las propiedades ent�erminos de su e�ienia para ser usados omo la materia prima en la solui�onde problemas.Uso del libroEste libro est�a destinado prinipalmente a estudiantes de Computai�on queposean algun onoimiento instrumental de un lenguaje de programai�on.Un urso usando este libro omo texto, debe estar aompa~nado de un talleren que los estudiantes realien tareas on implementaiones de los tipos abs-tratos de�nidos (TAD)1.El libro presenta un at�alogo de tipos abstratos, relaionandolos entreellos 2. Los TAD se presentan de manera preisa haiendo uso de axiomas quedesriben sus propiedades. Este libro ubre solamente parte de los modelosimportantes dejando el modelo de grafos omo material para un siguienteurso.Las reetas de oina han sido usadas innumerables vees omo ontraejemplo de algoritmo. No es que lo sean en absoluto, solamente que en laliteratura ulinaria se parte de un ierto onoimiento b�asio om�un. Todaslas personas que ingresan a la oina por primera vez, provistas de un librode oina, on la erteza de poder realizar un plato suulento id�entio aaquel que estan observando en la fotograf��a, suelen fraasar. En general loserrores se deben a la interpretai�on de frases tales omo Agregar un pizade sal, o derrita 250 gramos de hoolate que son sumamente ambig�uas yaque ni la sal ni el hoolate son id�entios en todos los lugares del mundo, sinmenionar la interpretai�on de piza. El oinero profesional interpreta masaertadamente las frases de una reeta, sin embargo la prueba varias veesantes de ofreerla en una omida.1Gu��a de taller de algoritmos y estruturas II, Reporte CI-1995-003, Pasarella et al.Dpto Computai�on y tenolog��a de la informai�on Universidad Sim�on Bol��var, Caraas2En el Ap�endie B se da un esquema de esas relaiones



Prefaio iiiLos ingredientes del omputista son sus tipos (abstratos o onretos),objetos on los que modela la realidad, y el algoritmo es el equivalente de lareeta del oinero, pero una reeta de ��ndole industrial: debe ser totalmentelibre de ambig�uedades que permita asegurar que el produto �nal tenga e-xatamente las propiedades que espera el onsumidor. En la elaborai�on deun produto alimentiio industrial no hay lugar a frases del tipo Hoy result�oun poo salado.Los tipos onstituyen los bloque b�asios, que deben onoerse a abali-dad, de manera de poder haer uso de ellos on exato onoimiento de susfortalezas y debilidades.El libro iniia on el Cap��tulo 1 donde se presenta una introdui�on b�asiaa los modelos de an�alisis de algoritmos que ayudar�an a haer un estudiosistem�atio de los algoritmos presentados en el resto del libro. Cuando serealiza un desarrollo se debe onoer el omportamiento de ada uno de losomponentes del mismo. Este onoimiento permitir�a haer optimizaionesen los puntos que resulten r��tios.En el Cap��tulo 2 se revisan los Tipos Conretos de Datos, que orres-ponden a los tipos de datos (objetos b�asios) que suelen tener los lenguajesde programai�on, orrespondiendo a los bloques mas elementales de los tiposde datos. Estos tipos onretos, var��an entre los lenguajes de programai�on,sin embargo est�an presentes de una u otra forma en todos los lenguajes.Los tipos mas elaborados, suelen ser de�nidos para la apliai�on parti-ular. En los lenguajes atuales, est�an representados por las librer��as, quesuelen ser librer��as orientadas al tipo de problema que se est�a resolviendoomo librer��as de �nanzas, librer��as de juegos instruionales, librer��as depresentaiones.En el ap��tulo 3 se introduen la forma en que ser�an presentados los tiposabstratos en el libro usando omo ejemplo el tipo onjunto y multionjuntoomo una variante del primero haiendo el enlae a las implementaiones delos TAD usando tipos onretos.En el ap��tulo 4 se introduen un re�namiento del TAD multionjun-to, donde se organiza el onjunto asignando puestos a los elementos que loonstituyen.En los Cap��tulos 5 y 6 se estudian dos problemas para los uales el om-putador ha resultado muy e�iente: la b�usqueda y el ordenamieto.En los Cap��tulos 7 y 8 se presentan TAD mas elaborados que estan enfo-ados prinipalmente a algoritmos mas e�ientes de b�usqueda.El ap�endie A reoge ejemplos de las implementaiones de algunos tipos,



ivmientras que el ap�endie B reoge la desripi�on de las relaiones que existenentre los tipos abstratos revisados en este libro.Para ada TAD, revisa una variedad de problemas que pueden resolversefailmente usando el TAD, analizando los omportamientos de las soluio-nes, estableiendo otas de e�ienia derivadas de la estrategia de solui�ony analizando el omportamiento de ada algoritmo de auerdo a las im-plementaiones de los tipos abstratos. Cada ap��tulo inluye ejeriios ybibliograf��a.AgradeimientosEl agradeimiento va prinipalmente a los estudiantes de Ingenier��a de Com-putai�on que ursaron Algoritmos y Estruturas II durante varios a~nos enla Universidad Sim�on Bol��var usando notas y fotoopias de fotoopias. Elagradeimiento va para la Coordinai�on de Ingenier��a de la Computai�on yal Departamento de Computai�on y Tenolog��a de la Informai�on de la Uni-versidad Sim�on Bol��var que nos di�o la oportunidad de ditar la asignaturapese a la oposii�on de parte del profesorado. El tiempo hizo su trabajo.Finalmente la graias van para Donald Knuth y Leslie Lamport por haberpuesto a LATEX en manos de la gente. Graias.



Cap��tulo 1Introdui�on al An�alisis deAlgoritmos
1.1 Maro ConeptualDado que en general un problema que se desea resolver mediante el uso delomputador tiene una olei�on de algoritmos que lo resuelven, es onvenienteonoer el osto de ada uno de ellos y su omportamiento frente al onjuntode datos para seleionar el algoritmo m�as apropiado al problema que seest�e resolviendo. El onoimiento de familias de algoritmos que resuelven unmismo problema nos permite haer la selei�on adeuada.La evaluai�on del osto de un algoritmo se hae alulando u�anto demora(tiempo de ejeui�on) y/o u�anto espaio requiere. Seg�un el problema aresolver, el osto depender�a de las arater��stias de los datos de entrada.Muy freuentemente, uando se esribe un programa para resolver unproblema, se hae on la inteni�on de que �este sea utilizado muhas vees,por lo que resulta onveniente araterizarlo seg�un su tiempo de ejeui�ony la alidad de la respuesta. Cuando estudiamos algoritmos es muy impor-tante araterizar la solui�on que se obtiene de ada algoritmo a �n de estarseguros que dos algoritmos son equivalentes (para un mismo valor de entradadan exatamente el mismo resultado) o son similares (pueden dar resultadosdiferentes, pero desde el punto de vista del problema que estamos resolviendosomos indiferentes a ualquiera de los resultados). Por esta raz�on uno de losriterios m�as importantes para seleionar un programa es evaluar el tiempoque demora en ejeutarse, que de ahora en adelante llamaremos osto del1



2programa. Para analizar el osto de un algoritmo, adoptaremos unmodeloomputaional, que nos die ual de los reursos usados por la implemen-tai�on del algoritmo son importantes para su desempe~no. La omplejidadde un algoritmo bajo un modelo omputaional es la antidad de reursosen tiempo o espaio, que la implementai�on del algoritmo usa para resolverel problema dado. Por ejemplo en el algoritmo para hallar la potenia deun n�umero, usando multipliaiones, la antidad de multipliaiones es elreurso utilizado. El esquema del algoritmo es:x0 = 1xk = x � x(k�1) ; k > 0Vemos que el n�umero de multipliaiones que deba realizar el algoritmo est�arelaionado on k, y dependiendo de la implementai�on que se haga del mismohar�a k o k � 1 multipliaiones.Veamos 2 implementaiones de la funi�on Y = XkIf K = 0 then Y:=1elsebeginY:=1for i = 1 to KY:=Y * Xendfin
If K = 0 then Y:=1elsebeginY:=Xfor i = 2 to KY:=Y * Xendfin1.2 Creimiento asint�otioEn general un algoritmo ser�a utilizado repetidas vees y el tiempo que demoredepender�a del omputador en que se ejeute pero tambi�en de una medida deltama~no de los datos. En el ejemplo anterior de la potenia el tama~no quenos interesa es el valor de la potenia y no suele tener importania el valordel n�umero que estamos elevando a la potenia. Otro ejemplo de tama~nodel problema, puede ser el enontrar el titular de una tarjeta de d�ebito. Eltiempo requerido puede depender del n�umero total de tarjeta-habientes.



An�alisis de Algoritmos 3Para analizar un algoritmo y alular su osto, se onsideran los siguientesasos:Peor aso: Los asos de datos de entrada que haen demorar m�as al algo-ritmo.Mejor aso: Los asos de datos de entrada que haer ejeutar m�as r�api-damente al algoritmo.Caso Promedio: En esta medida tomamos en uenta una posible distri-bui�on de los datos de entrada.Debe notarse que en el primer (segundo) aso se araterizan los datosde entrada que haen demorar m�as (menos) al algoritmo onsiderado. Elterer aso se basa en hip�otesis sobre la distribui�on estad��stia del onjuntode todos los valores de entrada que puedan ser ingresados al algoritmo. Enel ejemplo del �alulo de la potenia de un n�umero los 3 asos son iguales yaque para valores de entrada x ; k los 2 algoritmos haen respetivamente k yk � 1 multipliaiones.1.2.1 Ejemplo 1Veamos un algoritmo para busar un ierto valor en un onjunto y haremosel an�alisis del mismo para los diversos tipos de entrada.BUSCAR ( dado un vetor V de N elementos, busa si el elemento X estao no en el vetor)1.esta =`no'2. I = 13. while I <= N and (esta =`no')3.1 if V[I℄ = Xthen esta :=`'else I := I + 14. write(`valor de', X, esta, ` fue enontrado')5. finObservando el algoritmo vemos que el menor trabajo (menor ejeui�on deoperaiones) lo realizar�a uando ingrese el menor n�umero de vees al while dela l��nea 3, independientemente del valor de N. Vemos que esto sueder�a si la



4primera vez que veri�a la ondii�on en la l��nea 3.1 esta resulta verdadera, onlo ual el mejor aso para este algoritmo es que el valor busado se enuentreen la primera posii�on del vetor. Para este aso el algoritmo realiza unaantidad onstante de operaiones (no depende de N).Por analog��a podemos ver que el peor aso es que ingrese N vees a laiterai�on, y en el �ultimo ingreso la ondii�on de la l��nea 3.1 sea verdadera. Esosigni�a que los valores que haen que el algoritmo realie la mayor antidadde trabajo es un vetor en el ual el valor busado esta en la �ultima posii�on.Para este aso el algoritmo realiza una antidad de operaiones proporionalal tama~no del vetor (*N).Para haer el an�alisis del aso promedio usaremos la hip�otesis que ual-quier vetor tiene la misma posibilidad que ualquier otro. Nos pregunta-remos u�antos vetores distinguibles podemos tener. En un vetor de Nposiiones el valor busado puede estar en ualquiera de ellas o no estar. Porlo tanto debemos onsiderar N+1 asos. Para los asos en que el elementobusado est�a, el trabajo realizado es proporional a la posii�on donde se en-uentra el elemento, y para el aso en que no se enuentra es pr�atiamenteigual al aso de enontrarse en el �ultimo puesto. Por lo tanto sumaremosla funi�on que desribe el omportamiento en ada uno de los asos y lodividiremos por el n�umero total de asos.(�Ni=1 � i+  �N)=(N + 1) =  �N(N + 3)=(2 � (N + 1))A trav�es de las medidas tenemos informai�on sobre el omportamientoesperado de un algoritmo, dependiendo de la entrada. Lo que debemos plan-tearnos uando queremos desarrollar una apliai�on partiular, es identi�arun algoritmo e�iente en tiempo de ejeui�on, por lo que requerimos onoerel per�l de los datos de entrada. Este proeso de selei�on tambi�en impliaonoer una variedad de algoritmos que resuelvan el problema dado.Hasta ahora hemos hablado de onjuntos de algoritmos que resuelven unmismo problema. Ahora usaremos otro riterio de organizar onjunto dealgoritmos: perteneer a una misma lase de omplejidad.De�nii�on: f es O(g). Sean f; g dos funiones on dominio en los natu-rales (orrespondiente al tama~no de la entrada) diremos que \f es O(g)" (que se lee f es de orden g) o \f = O(g)00 (f es orden g) si existen onstantespositivas  y n0 tal que f(n) �  � g(n) para todo n � n0.



An�alisis de Algoritmos 5De�nii�on: f es �(g) De�nimos el onjunto de funiones �(g) (onjuntode funiones del mismo orden o de igual omplejidad) omo todas aquellasfuniones f tales que f = O(g) y g = O(f).De�nii�on alterna: Dos funiones f y g son del mismo orden silimn!1(f(n)=g(n)) = para  > 0.1.2.2 Ejemplo 2En el ejemplo del �alulo de la potenia, los dos algoritmos son de igualomplejidad. Sea f la funi�on de omplejidad para uno de ellos y g la funi�onde omplejidad del otro. Del an�alisis resulta que:f(k) = kg(k) = k � 1por lo que limk!1(f(k)=g(k)) = limk!1 kk�1 = 1 siendo  = 1 y  > 0.1.2.3 Ejemplo 3Para el aso de la b�usqueda de un elemento en un vetor, vimos que el asopromedio result�o la expresi�on  �N(N +3)=(2 � (N +1)), que es de orden N.Si onsidemos f(N) =  �N(N + 3)=(2 � (N + 1))y g(N) = Ntendremos quelimk!1(( �N(N + 3)=(2 � (N + 1)))=N) = limk!1 2 � N + 3N + 1 = 2por lo que tenemos que la b�usqueda de un elemento ualquiera en un vetorde N elementos es de O(N).



61.3 Algebra de O(g)En general, por la forma de expresi�on de los algoritmos, podemos alular elosto de una parte y luego utilizar el �agebra de �ordenes para el �alulo delorden de un algoritmo partiular.Podemos dar algunas reglas para el formalismo de O(g), reglas que sepueden derivar de la de�nii�on (y dejamos al letor su demostrai�on) quepueden sernos �utiles en el estudio de reimiento de iertas funiones.f(n) = O(f(n)); �O(f(n)) = O(f(n))O(O(f(n))) = O(f(n))O(f(n)) �O(g(n)) = O(f(n) � g(n))O(f(n) � g(n)) = f(n) �O(g(n))Otras euaiones �utiles sonnp = O(nm); donde p � mO(f(n)) +O(g(n)) = O(j f(n) j) +O(j g(n) j)1.4 Complejidad de familias de algoritmosEn lo que onierne a la omplejidad, podemos ataar omo problema en-ontrar la omplejidad de un algoritmo partiular o enontrar otas para laomplejidad de una familia de algoritmos que resuelven un problema dado.En el primer aso, nuestro punto de partida es un algoritmo partiular on-reto, mientras que en el segundo tomamos un problema y analizamos lafamilia de algoritmos que lo resuelven, pudiendo llegar a onlusiones talesomo:Sea un omputador de una ierta veloidad de �omputo v, para todoalgoritmo que resuelve el problema P, de tama~no n, el tiempo requeridopara su solui�on es mayor que n2. Veamos un ejemplo:Es bien onoido el algoritmo de busar el m�aximo de una olei�on deelementos. Pero si nos planteamos busar el m�aximo de una olei�onde elementos que no est�an estruturados entre ellos, sabemos que de-bemos revisarlos a todos para estar seguros que el elemento que demoses el m�aximo de la olei�on. Entones, si la olei�on es de tama~no n,



An�alisis de Algoritmos 7tendremos que revisarlos a todos antes de dar una respuesta, diremosque la funi�on de osto f(n) = O(n).En el ejemplo anterior vemos que pudiera haber algoritmos mejores siestruturamos los datos.Veremos ahora el aso de los algoritmos de lasi�ai�on que utilizan omomodelo de omputai�on las omparaiones (y los interambios) para logrartener una presentai�on ordenada de N valores de entrada. En la �gura 1.2se muestra un algoritmo en el que se usan omparaiones entre los elementosx,y,z para deidir u�al permutai�on de estos elementos da una seueniaordenada. En ada ��rulo se dan los pares de elementos que se omparany ada salida de las omparaiones est�a etiquetada por el resultado de laomparai�on. Finalmente, en los nodos sin salida se india la permutai�onque orresponde a los elementos ordenados.

Figura 1.2: Algoritmo de ordenamientoSupongamos iniialmente que todos los valores de entrada son diferentes.Por lo tanto, la variedad posible de entradas diferentes en uanto al desorden



8son todas las permutaiones de N elementos (N !), una sola de las ualesest�a ordenada. Cada omparai�on tiene dos resultados posibles, por lo quedespu�es de k omparaiones tendremos 2k resultados posibles. Para que estosresultados sean al menos el n�umero de asos posibles deber�a veri�arse2k � (N !)k � lnN !y por la f�ormula de Stirling resulta quek � C � (N lnN). Como vemos en el ejemplo anterior, ualquier algoritmo de lasi�ai�onque use omparaiones para lograr su objetivo, neesariamente requerir�a ha-er un n�umero de omparaiones mayor o igual que N lnN El alane de estelibro se limita al estudio de problemas uyos algoritmos tienen una omple-jidad dada por funiones del tipo Nk, llamadas funiones polinomiales. Untratamiento mas extenso puede enontrarse en la referenia bibliogr�a�a 7.La tabla 1.1 se muestra el n�umero de operaiones requeridas seg�un lafuni�on de omplejidad del algoritmo, indiada en las �las y el tama~no de laentrada, indiada en las olumnas.En partiular existe una gran variedad de problemas para los que no seonoe algoritmos e�ientes. Para ampliar la idea de la importania de lae�ienia de los algoritmos elegidos para la solui�on de un problema on-sideraremos una apliai�on desarrollada para un estableimiento peque~no,supongamos que manejan 10 art��ulos. Esta apliat�on inluye un algoritmode O(n3) para un proesamiento de los 10 art��ulos. El negoio ree, au-mentando el n�umero de art��ulos, y aspirando poder manejar 1.000.000 deart��ulos. Suponiendo que el omputador en que se realiza el proesamien-to requiere 1 nanosegundo (un millard�esimo de segundo), para ada opera-i�on, el algoritmo de proesamiento de art��ulos tardar��a aproximadamente32 a~nos.



An�alisis de Algoritmos 910 50 100 300 10005N 50 250 500 1500 5000N � log2 N 33 282 665 2469 9966N2 100 2500 10000 90000 1 mill�on(7 d��gitos)N3 1000 125000 1 mill�on 27 millones 1 millardo(7 d��gitos) (8 d��gitos) (10 d��gitos)2N 1024 un n�umero un n�umero un n�umero un n�umerode 16 d��gitos de 31 d��gitos de 91 d��gitos de 302 d��gitosN! 3.6 millones un n�umero un n�umero un n�umero muy grandede 7 d��gitos de 65 d��gitos de 161 d��gitos de 623 d��gitosNN 10 millardos un n�umero un n�umero un n�umero muy grandede 11 d��gitos de 85 d��gitos de 201d��gitos de 744 d��gitosTabla 1.1: Algunas funiones y sus valores1.5 Resumen del ap��tulo 1En este ap��tulo hemos revisado los elementos que nos permiten evaluar elosto de un ierto algoritmo. Es muy importante tener laro el osto de lasoperaiones que usamos para resolver me�aniamente un problema. Cuan-do se desarrolla una apliai�on, los programadores pareen dividirse en dosatitudes extremas:� \No debo preouparme por la e�ienia de mi solui�on, ya que bastar�aque se disponga de un omputador su�iente potente para soportar estaapliai�on".� \Cada l��nea de �odigo debe ser revisada para optimizar el tiempo de laapliai�on".Infortunadamente ninguno de los dos extremos es saludable ya que lasmayor��a de las apliaiones suelen obedeer a la regla del 90-10, que dieque el 90% del tiempo de ejeui�on se onsume en el 10% del �odigo. Sien-do extremos, si optimizamos on el �n de reduir a la mitad el tiempo deejeui�on, sobre la parte del �odigo que orresponde al 10% de la ejeui�on,habremos tenido una ganania neta del 5%, lo ual no paree efetivo dadoel osto invertido en la optimizai�on.



10 Si embargo el material de este ap��tulo nos permite saber u�ales proesosde omplejidad alta deben tratar de exluirse de ese �odigo que se utiliza90% del tiempo de ejeui�on de la apliai�on.1.6 Ejeriios1. Haga un algoritmo que enuentre al individuo m�as alto del mundo yalule la omplejidad del algoritmo obtenido.2. Realie una implementai�on del problema de las torres de Hanoi, quereiba omo par�ametro el n�umero de disos y que alule el tiempodesde el iniio hasta el �n de la ejeui�on del algoritmo. Usando laimplementai�on realizada, haga una tabla de la funi�on n�umero dedisos, tiempo de ejeui�on.3. Obtenga el orden de los tiempos de ejeui�on para el peor aso de lossiguientes proedimientos:(a) proedure prod-mat(n:integer);var i,j,k: integer;beginfor i:=1 to n dofor j:=1 to n do begin[i,j℄:=0;for k:=1 to n do[i,j℄:= [i,j℄+a[i,k℄*b[k,j℄endend;(b) proedure misterio(n:integer);var i,j,k:integer;beginfor i:=1 to n-1 dfor j:= i+1 to n dofor k:=1 to j dop; /* p es O(1) */end;



An�alisis de Algoritmos 114. Ordene las siguientes funiones de auerdo a su veloidad de reimien-to:(a) n(b) pn() logn(d) log logn(e) n logn(f) (3=2)2(g) nn5. Agrupe la siguientes funiones de auerdo a su omplejidad:(a) n2 + log(n)(b) n!() ln(n)(d) log(n)(e) n26. Muestre que las siguientes a�rmaiones son verdaderas:(a) 17 es O(1)(b) n(n� 1)=2 es O(n2)() max(n3; 10n2) es O(n3)(d) nXi=1 ikes O(nk+1) para k entero.(e) Si P (x) es ualquier polinomio de grado k donde el oe�iente delt�ermino de mayor grado es positivo, entones la omplejidad dealular el polinomio en n es O(nk)



12 7. Para los siguientes pares de funiones de omplejidad, orrespondientesa los algoritmos A y B, respetivamente:A BN2 100�N � log2NN=2 4� log2N(a) Enontrar el m��nimo entero positivo para el ual el algoritmo Bes mejor que el algoritmo A. Justi�que.(b) Indique el orden para ada funi�on de omplejidad dada. Justi�-que.1.7 Bibliograf��a1. AHO, Alfred, HOPCROFT, John & ULLMAN, Je�rey. \Data Stru-tures and Algorithms". Addison Wesley, 1985.2. BAASE, Sara. \Computer Algorithms. Introdution to Design andAnalysis". Addison Wesley, 1978.3. BINSTOCK, Andrew & REX, John. \Pratial algoritms for Program-mers".Addison Wesley, 1995.4. GRAHAM Ronald, KNUTH, Donald & PATASHNIK, Oren. \Conre-te Mathematis". Addison Wesley, 1989.5. TREMBLAY, Jean-Paul & SORENSON, Paul. \ An Introdution toData Strutures with Appliations". 2nd. MaGraw Hill.6. KALDEWAIJ, Anne. \Programming: The Derivation of Algorithms".Prentie Hall International Series in Computerr Siene 1990.7. BORODIN,A.B., MUNRO, I \Programming: The Derivation of Algo-rithms".Amerian Elsevier, New York 1985.



Cap��tulo 2Tipos Conretos de Datos
2.1 Maro ConeptualLos algoritmos generalmente manipulan datos, que poseen propiedades queson explotadas por esos algoritmos. Llamaremos tipo de datos a una lase dela u�al onoemos sus arater��stias y la forma de manipularla. En general,un tipo de datos onsiste de un rango de valores y las operaiones que puedenrealizarse sobre ellos. Clasi�aremos los tipos en Conretos y Abstratos.Un tipo onreto es un tipo provisto por el lenguaje de programai�onon que se implementa el algoritmo y de ellos hablaremos en la pr�oximasseiones. Estos tipos, seg�un los requerimientos de memoria para representarlos valores, se dividen en simples y estruturados. Los tipos abstratos dedatos, los de�niremos en el siguiente ap��tulo.2.2 La Noi�on de VariableCuando resolvemos un problema algoritmiamente y pretendemos implemen-tar las solui�on en un omputador, nos enontramos on la neesidad dealmaenar los datos que utiliza el algoritmo, por ejemplo, los datos de en-trada, de salida e intermedios (privados). Es por esto que surge la noi�onde variable en omputai�on omo una aja donde se pueden almaenar da-tos. F��siamente una variable orresponde a una o varias loalidades de lamemoria del omputador. Para referirnos a las variables en un algoritmo oprograma, podemos identi�arlas on un nombre llamado identi�ador oestar en apaidad de alular el identi�ador orrespondiente. Durante la13



14ejeui�on de un programa, los datos almaenados en las variables orrespon-den a los valores de las mismas.Generalmente, para aeder al valor de una variable basta on nombrar-la por su identi�ador. Este m�etodo de aeso se llama aeso inmediato odireto. Existen otros m�etodos de aeso que menionaremos en seionesposteriores. El ontenido (valor) de una variable puede ambiar potenial-mente en ada paso del algoritmo.2.2.1 Asignai�onLa asignai�on es un operador binario que permite ambiar el valor de unavariable y freuentemente 1 se denota omo sigue:v := Expresi�onLa sem�antia de la asignai�on es almaenar en la variable v el resultadode evaluar Expresi�on. N�otese que el argumento de la izquierda debe ser unavariable. Algunos ejemplos de asignai�on son los siguientes:1. v := 22. v := x + y3. v := sqr(a) - log(b)4. v := v + 1En una asignai�on las variables son interpretadas posiionalmente. Elvalor de la variable que ourre a la izquierda del operador `:=' puede serdiferente antes y despu�es de ejeutarse la asignai�on mientras que los valoresde las que ourren a la dereha se mantienen iguales, s�olo son leidos y usadospara alular el valor que debe almaenarse en la variable de la izquierda.Una variable desde el punto de vista omputaional es diferente a unavariable en matem�atias donde representa un valor desonoido de un domi-nio en una expresi�on. En omputai�on una variable es un objeto que ambiade estado a trav�es de la operai�on de asignai�on. Analiemos lo que hae la1Historiamente se us�o el operador = , luego a partir de ALGOL 60 := y JAVA usanuevamente el operador =, pero on un signi�ado totalmente distinto.



Tipos Conretos de Datos 15asignai�on del �ultimo ejemplo: lee el valor de v antes de ejeutarse la asigna-i�on, lo inrementa en uno y el resultado lo almaena en v. En matem�atiasuna expresi�on an�aloga on la igualdad no tiene sentido.2Dependiendo del lenguaje de implementai�on, el dominio de valores quepuede tomar una variable se �ja antes de la ejeui�on (de�nii�on est�atia).Ese dominio de valores se denomina el tipo de la variable y en estos asoslas variables se lasi�an seg�un sus tipos . Tambi�en es posible de�nir el tipode una variable durante la ejeui�on (de�nii�on din�amia) pero estos asosest�an fuera del alane de este libro. De ahora en adelante nos referiremos avariables on tipos de�nidos est�atiamente.Para que una asignai�on est�e bien de�nida es neesario que la evaluai�onde la expresi�on de la dereha d�e un valor que perteneza al tipo de la variablede la izquierda (onsistenia de tipos).2.3 Tipos SimplesLos tipos simples son aquellos uyos valores s�olo requieren una loalidadde memoria.3 Una variable de un tipo simple orresponde exatamente auna loalidad (asilla,direi�on) de memoria. Entre los tipos simples m�asfreuentes tenemos enteros, reales, l�ogios y arateres.2.3.1 Tipo EnteroEl tipo entero de�ne un subonjunto de Z. Generalmente es un rango[�maxent::maxent� 1℄, donde maxent es una onstante tan grande omo lopermita los meanismos de direioonamiento del omputador. Los lenguajesde programai�on permiten, en general, manejar diversa variedad de enteros:2 bytes (16 bits), 4 bytes (32 bits), et. Los valores orrespondientes paramaxent se muestran en la tabla 2.1.4Par este tipo se de�nen los operadores+ Suma2En partiular esta expresi�on se onsidera freuente y diversos lenguaje han tratado dedarle sintaxis mas ompatas: en el lenguaje C es v += 1 y en JAVA puede esribirse v++3Cuando nos referimos a loalidad queremos expresar que su reuperai�on se haemediante una sola direi�on de memoria, independientemente del espaio que oupe4Los lenguajes de programai�on tienden a independidarse de la estrutura f��sia de losomputadores, busando la portabilidad de las apliaiones desarrolladas.



16 Tama~no de almaenamiento Maxent8 bits 12816 bits 3276832 bits 214748364864 bits 9223372036854775808Tabla 2.1: ENTEROS- Resta* Multipliai�ondiv Divisi�on Enteramod Resto de una Divisi�on EnteraAdem�as en las espei�aiones del lenguaje se establee un orden de evalua-i�on entre los operadores para evitar ambig�uedades al evaluar expresionesomo: 2*3/1+2uyo resultado podr��a ser: 2, 8 o 10.2.3.2 Tipo RealDado a que el tama~no de la memoria de un omputador es �nito, el onjuntode reales que se puede representar tambi�en es �nito. Para representar a losreales se utiliza lo que se onoe omo representai�on de punto otante en laual ada n�umero real r es representado omo un par < e;m > siendo e y menteros tal que r = m� Be � E < e < E �M < m < M5 donde m es la mantisa, e es el exponente, B es la base de la representai�onpunto otante (en general se utiliza omo base una potenia peque~na de 2)y E y M son onstantes arater��stias de la representai�on que dependen5Estas ondiiones son aproximadas y dependen de la arquitetura partiular del om-putador



Tipos Conretos de Datos 17generalmente del hardware. Sin embargo se ha estableido un estandardllamado IEEE 754 para el tipo punto otante.El tipo real provee todos los operadores aritm�etios menionados en lasei�on anterior pero hay que tener en onsiderai�on que debido a la represen-tai�on dejan de umplirse algunas propiedades aritm�etias onoidas. Estostipos num�erios suelen estar apegados a la arquitetura del omputador.Los lenguajes de programai�on dejaban sus sem�antia sin de�nir, por lo queprogramas esritos en un mismo lenguaje pod��an tener una omportamientodiferente. 6Par este tipo se de�nen los operadores+ Suma- Resta* Multipliai�onDivisi�on2.3.3 Tipo L�ogio o BooleanLa variables del tipo l�ogio pueden tomar valores de verdad true o false 7. Eltipo provee operaiones l�ogias b�asias, omo por ejemplo:and (^)or (_)not (:)2.3.4 Tipo Car�aterEste tipo de�ne un onjunto ordenado de arateres odi�ados. Iniialmen-te los omputadores usaron el �odigo ASCII (Amerian Standard Code forInformation Interhange). Los arateres ASCII se dividen en imprimiblesy no imprimibles. Originalmente eran 128 = 27 arateres por lo que s�olo6Algol 68 de�ne los tipos por primera vez y luego este detalle es olvidado para serretomado por JAVA.7Algunos lenguajes permit��an una interpretai�on entera de estos valores. Esto da lugara errores de programai�on



18se requer��a 7 bits para almaenar un ar�ater en memoria. Luego se us�o latabla ASCII extendida, 256=28 arateres, que requiere 8 bits. En la atua-lidad, dado que los software deben estar preparados para el manejo de variosidiomas, se utiliza el �odigo UNICODE que utiliza 16 bits para almaenarun ar�ater.Los operadores que provee son los siguientes:ord(), que retorna el n�umero que oupa el ar�ater  en la tablaUNICODEhar(n), que retorna el ar�ater que oupa la posii�on n en la tablaUNICODEsu(), pred(), suesor y predeesor, respetivamente, del ar�ater.La posiiones de los arateres en la tabla UNICODE estableen un ordenentre ellos.2.4 RefereniasLas referenias son una familia de tipos uyos valores nos permiten \referir-nos" a elementos de un determinado tipo. Es por eso que deimos que sonuna familia ya que podemos de�nir referenias para ada uno de los tiposde�nidos.Dado que las referenias no poseen una aritm�etia son poas las opera-iones que pueden realizarse on ellos8.Los operadores que provee son los siguientes:a := b la asignai�on de referenias de un mismo tipoEn la siguiente sei�on se ver�a otros operadores para las referenias 98Algunos lenguajes admiten una aritm�etia para las referenias, sin embargo es unreurso que puede introduir inestabilidad en los programas9Este tipo de datos se introdujo en iertos lenguajes argumentando que se pod��a lograrprogramas mas e�ientes. En general su uso se onvirti�o en fuente de errores. JAVA utilizaeste onepto internamente y no es un tipo del lenguaje.



Tipos Conretos de Datos 192.5 Tipos EstruturadosLos tipos estruturados son aquellos uyos valores poseen una estruturainterna y requieren m�as de una asilla de memoria para su representai�on.2.5.1 ArreglosLos arreglos onstituyen un tipo estruturado, siendo una arater��stia quetodos los elementos que los omponen son del mismo tipo. Por lo que alde�nir un arreglo deber�a indiarse el tipo de los elementos que lo omponen(tipo base): enteros, reales, referenias a reales, et y el rango de enteros onlos que se identi�ar�an los elementos que lo omponen. Cuando el n�umerode elementos es �jo se denominan arreglos est�atios y uando este n�umeropuede variar de denominan arreglos din�amios. El rango de valores es porlo tanto una n-tuplas (donde n es el numero de elementos del arreglo) deelementos tipo base.Algunos ejemplos de tuplas son los siguientes:1. (2,3,9,0,12,32) un arreglo de seis omponentes de enteros.2. (2.7,67.5) un arreglo on dos omponentes reales.Otra arater��stia de este tipo es el aeso direto a ada una de sus om-ponentes, denominadas elementos de un arreglo. La implementai�on de losarreglos en los lenguajes de programai�on se realiza en general reservandoleun bloque de memoria para su almaenamiento.Si un arreglo ha sido de�nido teniendo un rango de valores entre [i; j℄; i �j entones 8k i < k < j el k-�esimo elemento del arreglo estar�a ubiado enmemoria entre el elemento k � 1 y el elemento k + 1.Los operadores que provee son los siguientes:A[i℄, que retorna el valor de la i-esima omponente del arreglo, uandoes usado en una expresi�on. Esto permite usar todo los operadores deltipo base.A[i℄ := expresion , que asigna el valor de la expresi�on a la i-�esimaomponente del arreglo.Algunos lenguajes de programai�on asoian los arreglos a vetores y porextensi�on a matries de m�as de una dimensi�on y proveen las operaionesasoiadas a esos tipos matem�atios: suma , multipliai�on, produto esalar,produto vetorial, inversa de una matriz, et.



202.5.2 RegistrosLos registros onstituyen un tipo estruturado, que a diferenia de los arre-glos no requieren que sus omponentes sean del mismo tipo. Otro elementoque lo arateriza es que las omponentes no se identi�an por la posii�onomo en los arreglos, sino que se identi�an por nombre y por lo tanto puedenno almaenarse en posiiones ontiguas.Un registro posee un nombre y ada omponente a su vez tiene nombre.La variedad de valores puede asoiarse a tuplas de pares ordenados, donde elprimer elemento de ada par es el identi�ador de la omponente y el segundosu valor.Algunos ejemplos de tuplas son los siguientes:1. ((nombre,J),(apellido,P), (�edula,12867456))registro que pudiera llamarse persona de tres omponentes: nombreapellido y �edula.2. ((peso,2.7),(altura,67.5),(identifiador,e))registro on tres omponentes, dos de ellas reales (peso y altura) y laterera de tipo ar�ater denominada identi�ador.Los operadores que provee son los siguientes:persona.nombre, que retorna el valor de nombre del registro uando esusado en una expresi�on. Esto permite usar todo los operadores del tipobase.persona.apellido := expresion , que asigna el valor de la expresi�ona la omponente apellido del registro persona.2.5.3 ListasLas listas son tipos estruturados, pudiendo ser homogeneas (todos sus ele-mentos son del mismo tipo), o no homogeneas. Una arater��stia de laslistas es que los elementos poseen referenias a elementos de la lista omoparte del elemento. En ontraposii�on a los arreglos, donde el operador paraaeder a un elemento ( o al siguiente en un reorrido) es �jo y asoiado a laestrutura de datos, en las listas un elemento posee omo parte de s�� mismola referenia al siguiente. Es de haer notar que esta noi�on de siguiente noes �unia, puede haber varios siguientes.



Tipos Conretos de Datos 21En un arreglo A de enteros, de una dimensi�on, el elemento ontiguo delelemento A[i℄ es el elemento A[i+1℄ , lo que orresponde a una ley onstantede aeso al elemento siguiente. En las listas, se levanta esta rigidez haiendoque el elemento de la lista posee omo parte de s�� mismo la referenia aun siguiente (o a varios siguientes). Siguiendo on la omparai�on on losarreglos, si un arreglo A ha sido de�nido teniendo un rango de elementosentre [i; j℄, sabemos que el primer elemento de la estrutura ser�a A[i℄ y el�ultimo A[j℄. En las listas no hay direionamiento direto a los elementosde la lista, deber�a existir un meanismo de aeso al primer elemento dela lista (generalmente onoida omo la abeza de la lista) y ada elementode la lista dir�a ual es el siguiente. Deberemos disponer de un valor de lareferenia para indiarnos que no existe el siguiente (valor NIL) 10.
2.6 Resumen del ap��tulo 2En este ap��tulo revisamos los tipos onretos que proveen los lenguajes deprogramai�on. Se debe tener presente que si bien los lenguajes pareen pro-veer los tipos b�asios que usamos en matem�atias, en realidad de lo que sedispone en los lenguajes es de un modelo �nito de los objetos in�nitos talesomo los enteros y los reales. En partiular, propiedades de los objetos ori-ginales no se onservan en estos modelos �nitos, propiedades tales omo laasoiatividad o la onmutatividad. Esto impone restriiones en el desarrollode las apliaiones y no tenerlo en uenta suele ser el origen de problemasen la etapa de validai�on de una apliai�on. Una apliai�on puede validar-se en un ambiente, pero on el tiempo puede haber variaiones que haganperder la validez de las hip�otesis usadas en la validai�on. Como ejemplosde estos problemas podemos menionar la aparii�on de disos duros de grantama~no, el problema de Y2K, la inai�on, et. El fator om�un de todosestos problemas es el modelo de datos utilizado.10En partiular JAVA no posee referenias y por lo tanto no puede manejar listas omose han presentado en esta sei�on. Sin embargo si la estrutura de lista se requiere paraalguna implementai�on partiular siempre se pueden implementar usando arreglos y siendolas referenias posiiones dentro del mismo. Este esquema hae reloalizable los �odigos,mientras que on referenias no neesariamente lo son



222.7 Ejeriios1. Sea � un operador unario uyo �unio operando es un arreglo. La in-terpretai�on de este operador es tal que devuelve la suma de todos loselementos del arreglo. Utilie su lenguaje de programai�on favorito pa-ra demostrar que diferentes implementaiones de este operador puedendar resultados distintos al apliarlo al mismo argumento. Comieneon arreglos de reales, sabiendo que la operai�on de suma de reales esasoiativa y onmutativa. Demuestre on sus implementaiones queestas propiedades no son v�alidas en la suma de reales representables enel omputador.2. Realie al menos dos implementaiones del mismo operador para arre-glos de enteros y demuestre que la suma de enteros en el omputadortampoo satisfae la propiedad de asoiatividad y onmutatividad.3. Dado omo par�ametro la ubiai�on del primer elemento de un arreglode dos dimensiones, dise~ne el algoritmo para obtener la ubiai�on delelemento on sub��ndies i, j.2.8 Bibliograf��a1. FLANAGAN, D. \Java in a nutshell". O'Reilly. Segunda edii�on. pp23-33. 19972. HAREL, D. \Algoritmis, The spirit of Computing". Addison Wesley.S, pp 36-37. 1997



Cap��tulo 3Tipos Abstratos de Datos(TAD). Representaiones
3.1 Maro ConeptualSupongamos que queremos resolver un problema bastante omplejo desdeel punto de vista tanto de su funionalidad omo de la organizai�on de susdatos. Al tratar de dar una solui�on nos enontramos on que hay queontrolar demasiados detalles y esto hae que la tarea sea realmente ardua.En estos asos, es onveniente reduir la omplejidad o los detalles que van aser onsiderados a un mismo tiempo. Una manera de lograr esto es a trav�esde un proeso de abstrai�on: abstrai�on proedural y abstrai�on de datos.La abstrai�on proedural se re�ere a la de�nii�on de funiones abstra-tas (que se implementan omo proedimientos) que separan el \qu�e" haela funi�on del \�omo" lo hae. Una t�enia usualemente usada para haerabstrai�on proedural es el re�namiento paso a paso.La abstrai�on de datos, a diferenia de la proedural, permite la des-ripi�on de objetos abstratos. Es deir, se estableen las lases de objetosdel problema, independiente de �omo estos objetos van a ser representados(obviando los detalles). Como produto de la abstrai�on de datos se espe-i�an los nombres y los dominios de las operaiones asoiadas a ada lasede objetos y se de�nen los signi�ados abstratos de las mismas.Un Tipo Abstrato de Datos (TAD) orresponde a una lase deobjetos estableida en el proeso de abstrai�on de datos y viene dado porsu espei�ai�on y una implementai�on que la satisfaga.23



24 Cualquier apliai�on que requiera utilizar TADs, puede haerlo onoien-do solamente las espei�aiones; es deir, no es neesario esperar hasta queel tipo est�e totalmente implementado ni es neesario omprender las imple-mentaiones.Para implementar un TAD se requiere que el lenguaje de implementai�onsoporte enapsulamiento, es deir, que brinde la posibidad de rear unidadesde programas donde se oloquen juntos la representai�on de los objetos y el�odigo asoiado a ada operai�on. Adem�as, debe soportar oultamiento deinformai�on que se re�ere a la posibidad de permitir el uso de los operaionessin que el usuario pueda ver la representai�on de los objetos ni el �odigo delas operaiones.Hay muhos lenguajes de programai�on que soportan TADs (CLU , ALP-HARD, EUCLID, JAVA), sin embargo, es posible utilizar TADs omo unat�enia de programai�on uando se programa on lenguajes omo PASCALque no tienen el soporte adeuado para implementarlos.Es onveniente haer la espei�ai�on de un TAD utilizando un lenguajeformal. Esto nos libera de las ambig�uedades propias del lenguaje natural.El lenguaje utilizado para haer la desripi�on de un TAD lo llamaremosformalismo para espei�ar TADs.3.2 Espei�ai�on de TADsEn una espei�ai�on, las diversas partes que la omponen ontribuyen deforma diferente en la desripi�on de una lase de objetos que pueden rearse,transformarse o desomponerse.Un omponente de una espei�ai�on de un TAD son los operadores,dando en la sei�on titulada sintaxis la forma de esribirlos (la desrip-i�on de su sintaxis). Como son operadores, daremos u�al es el tipo de losoperandos y del resultado (dominio y rango). Ejm:insertar :Multionjunto� Elemento)Multionjuntodonde insertar es el nombre del operador, y utilizando la notai�on defuniones, indiamos el produto artesiano de los dominios de los operandos,seguido de una eha ()) que separa el tipo del resultado que da el operador.En el ejemplo que nos oupa estamos indiando que insertar es un ope-rador binario, uyo primer argumento es un multionjunto y el segundo unelemento. El resultado de la operai�on es un multionjunto. De igual manera



Tipos Abstratos de Datos 25daremos la sintaxis de la operai�on oseno que transforma �angulos en realesen el intervalo [-1,1℄. oseno : Angulo) [�1; 1℄Paralelamente a la sintaxis de los operadores se da una de�nii�on de losmismos; esto lo haremos en la sei�on titulada sem�antia que est�a onsti-tu��da por un onjunto de proposiiones, en l�ogia de primer orden, llamadasaxiomas.Usualmente daremos algunas propiedades que nos permitan omprendery desribir el signi�ado del operador que estamos de�niendo. En matem�ati-as, en oasiones damos ompletamente la de�nii�on de una funi�on (funi�ontotal) y otras vees, se de�ne parialmente la funi�on (funi�on parial). Porejemplo, si de�nimos la funi�on inversa sobre los raionalesQ on la siguientesintaxis: inversa : Q ) Qpodemos expresar la sem�antia omo sigue:8q(q 2 Q ^ q 6= 0! inversa(q) � q = 1)Hemos usado para de�nir el operador inversa el operador de multipli-ai�on de los raionales y la identidad de los mismos. Vemos que hemosde�nido la funi�on inversa parialmente ya que no sabemos lo que pasa siq = 0. Debe notarse que esta de�nii�on no es onstrutiva ya que no nos daidea de �omo onseguir el valor que orresponde a inversa(q). Sin embar-go, ualquier implementai�on debe dar un resultado que veri�que el axiomainversa(q) � q = 1.Para los �nes de de�nir la sem�antia de de las operaiones de un tipo, po-demos dejar inde�nido el valor o ompletar la funi�on on valores arbitrarioso onvenientes a la implementai�on.En las espei�aiones presentadas en este libro veremos que on granfreuenia que apelamos a de�niiones inompletas, indiando que somos in-diferentes a la forma en que se ompleten. No hay que olvidarse que enomputai�on se deben evitar los asos de evaluai�on de operadores on ar-gumentos para los uales no est�an de�nidos. Esto puede lograrse de variasformas: estableiendo laramente las preondiiones de los programas asoia-dos a ada operador a �n de que las apliaiones se enarguen de �ltrar sus



26argumentos antes de usar el operador, o haiendo un manejo de exepionesde los argumentos para los uales el operador no est�a de�nido.Podemos resumir diiendo que la espei�ai�on de un TAD T , es unaterna ESPT = (D;O;E)donde D es el onjunto de dominios, O el onjunto de operadores y E esel onjunto de expresiones de l�ogia de primer orden que onstituyen losaxiomas. Cuando desribimos un TAD, daremos el dominio (D), en la partetitulada sintaxis se da la forma de los operadores y en la parte sem�antia seda el onjunto E.TAD Conjunto Un onjunto es una olei�on de Elementos donde adauno de ellos ourre a lo sumo una vez. A ontinuai�on presentamos la espe-i�ai�on del TAD Conjunto. A algunos axiomas se les oloa un t��tulo quedesribe la inteni�on del mismo.TAD Conjunto[Elemento℄D = fBoolean; Conjunto; ElementogSintaxis vaio : ) Conjuntoesvaio : Conjunto ) Booleaninsertar : Conjunto� Elemento ) Conjuntoeliminar : Conjunto� Elemento ) Conjuntopertenee : Conjunto� Elemento ) BooleanSem�antia8 2 Conjunto; e; e1; e2 2 Elemento; e 6=elemento e1; e1 6=elemento e2;1. esvaio(vaio) = true2. esvaio(insertar(; e)) = false3. esvaio(eliminar(insertar(vaio; e); e)) = true4. esvaio()! pertenee(; e) = false5. pertenee(insertar(; e); e) = true



Tipos Abstratos de Datos 276. pertenee(insertar(; e); e1) = pertenee(; e1)7. pertenee(eliminar(insertar(vaio; e); e1); e2) = (e =Elemento e2)8. Axioma de Conmutatividad:esvaio()! pertenee(eliminar(insertar(; e); e1); e2) =pertenee(insertar(eliminar(; e1); e); e2)9. Axioma de Uniidad:esvaio()! pertenee(eliminar(; e); e) = falseFin-Conjunto;En la de�nii�on nos estamos re�riendo a Elemento donde identi�amosa los objetos que onstituir�an un onjunto. Debe resaltarse que no esta-mos araterizando a los elementos, en partiular pueden ser ualquier tipode elementos (enteros, reales, sillas, elefantes). Mas adelante veremos unarestrii�on para estos elementos1.A ontinuai�on daremos una letura de los axiomas que se utilizan paradar la sem�antia a los operadores.La primera l��nea despu�es de la palabra Sem�antia, desribe los tipos delas variables y algunas propiedades, omo por ejemplo, e 6=Elemento e1. Esde haer notar que en esta l��nea tambi�en se india que todas las variablesque ourren en los axiomas est�an uanti�adas universalmente, satisfaiendolas propiedades asoiadas a las variables. Esto hae que los axiomas no serearguen tanto.Axiomas 1,2 y 3� esvaio(vaio) = true� esvaio(insertar(; e)) = false� esvaio(eliminar(insertar(vaio; e); e)) = trueDe�nen al operador esvaio indiando que apliado al onjunto llamadovaio da omo resultado true (axioma 1), al apliarlo a ualquier onjunto que1En espeial podemos pedir que los elementos sean ordenables o siendo mas formalesposean una relai�on de orden total entre ellos.



28sea el resultado de una operai�on insertar, da omo resultado false (axioma2) y al apliarlo al onjunto resultante de eliminar el �unio elemento de unonjunto unitario da omo resultado true. Podemos onluir que esvaio esun prediado que distingue al onjunto vaio de los dem�as onjuntos ya queun onjunto al que se le insert�o un elemento no es va��o2.Axiomas 4 y 5� esvaio()! pertenee(; e) = false� pertenee(insertar(; e); e) = trueDe manera similar a los anteriores, estos axiomas de�nen al prediadopertenee que nos indiar�a si un ierto elemento ( segundo operando deloperador pertenee), es miembro del onjunto (primer operando).El axioma 4 india que independientemente del elemento a busar (e), esfalso que sea miembro del onjunto vaio (orresponde al onoido axiomade onjuntos).El axioma 5 india que una vez que agregamos un elemento a un onjunto,este pertenee al onjunto.Si bien puede pensarse que se ha de�nido ompletamente al operadorpertenee, no se sabe que suede uando se le aplia, a un onjunto que esel resultado de agregar un elemento (e1 6=Elemento e). Esto se de�ne en losaxiomas 6 y 7.Axiomas 6 y 7� pertenee(insertar(; e); e1) = pertenee(; e1)� pertenee(eliminar(insertar(vaio; e); e1); e2) = (e =Elemento e2)2Los axiomas 1 y 3 pareer��an deir lo mismo, pero lo que estableemos en el axioma 3 esque las implementaiones no requiere veri�ar que eliminar(insertar(vaio; e); e) = vaio,dej�andole mayor grado de libertad a la implementai�on.



Tipos Abstratos de Datos 29Axioma 6 En este axioma se india que si un onjunto () es el resultadode agregar un elemento (e), la operai�on pertenee sobre ese onjunto y e1(on la hip�otesis e1 6=Elemento e), ser��a igual al operador pertenee apliado alonjunto original (), busando al mismo elemento.Axioma 7� pertenee(eliminar(insertar(vaio; e); e1); e2) = (e =Elemento e2)Dado que el operador eliminar no est�a de�nido para onjuntos va��os yque e 6=Elemento e1, este axioma india que el elemento e2 est�a en el onjuntounitario onsiderado si es igual al �unio elemento del onjunto, es deir, iguala e. En este axioma aparee la restrii�on sobre los elementos ya que serequiere que los elementos puedan ser omparados on un operador de igual-dad (=Elemento). En los ejemplos usados anteriormente deber��amos poderomparar enteros, reales, sillas o elefantes.Axioma 8� Axioma de Conmutatividad:esvaio()! pertenee(eliminar(insertar(; e); e1); e2) =pertenee(insertar(eliminar(; e1); e); e2)Este axioma india que siempre que el onjunto a onsiderar () no seava��o, el orden en que se agregan los elementos no tiene importania.Axioma 9� Axioma de Uniidad:esvaio()! pertenee(eliminar(; e); e) = falseEste axioma llamado de Uniidad, india que la eliminai�on de un ele-mento (e), no deja rastros en el onjunto onsiderado. Es de haer notar queen todos los axiomas se utiliza la igualdad de los booleanos (resultado depertenee, o la igualdad de los elementos (e =Elemento e2)). No hay igualda-des entre onjuntos, pues no hemos de�nido ese operador para el TAD. Esto



30signi�a que usando la de�nii�on de onjunto no podemos tener onjuntosuyos elementos sean onjuntos.A ontinuai�on, de�niremos un tipo abstrato muy similar al de onjunto.TAD Multionjunto Un multionjunto se de�ne omo una olei�on deElementos donde ada uno de ellos puede ourrir m�as de una vez. Debidoa esta propiedad los onjuntos son un aso partiular de multionjuntos.TAD Multionjunto[Elemento℄D = fBoolean; Conjunto; ElementogSintaxisvaio : ) Multionjuntoesvaio : Multionjunto ) Booleaninsertar : Multionjunto� Elemento ) Multionjuntoeliminar : Multionjunto� Elemento ) Multionjuntopertenee : Multionjunto� Elemento ) BooleanSem�antia8 2 Conjunto; e; e1; e2 2 Elemento; e 6=elemento e1; e1 6=elemento e2;1. esvaio(vaio) = true2. esvaio(insertar(m; e)) = false3. esvaio(eliminar(insertar(vaio; e); e)) = true4. esvaio()! pertenee(; e) = false5. pertenee(insertar(m; e); e) = true6. pertenee(insertar(m; e); e1) = pertenee(m; e1)7. pertenee(eliminar(insertar(vaio; e); e1); e2) = e =Elemento e28. Axioma de Conmutatividad:esvaio(m)! pertenee(eliminar(insertar(m; e); e1); e2) =pertenee(insertar(eliminar(m; e1); e); e2)



Tipos Abstratos de Datos 319. Axioma de No-Uniidadpertenee(m; e)! pertenee(eliminar(insertar(m; e); e); e) = trueFin-Multionjunto;N�otese que en las espei�aiones de los TAD's Conjunto yMultionjunto,el axioma 9 de ada TAD establee la diferenia entre el omportamiento delos objetos de ada tipo, en partiular para los onjuntos, el axioma 9 deonjuntos india que on la eliminai�on de un elemento, no quedan rastrosde �el en el onjunto resultado, mientras que para el aso de multionjuntos,el axioma 9 india que un multionjunto puede albergar m�ultiples opias deun elemento.3.3 Sobre los TADs y sus Representaionesen el ComputadorLa axiom�atia de los tipos abstratos nos permite onoer sus propiedadesy los operadores que permiten atuar sobre ellos. Sin embargo la tenolog��ade la omputai�on a�un no permite que usemos este lenguaje para de�nirestos objetos sobre los uales queremos haer algoritmos que los utilien. Enpartiular la presentai�on axiom�atia que hemos heho nos die QUE sonlas propiedades que tienen que veri�ar nuestros tipos, pero no die nada deC�OMO lograr que se omporten de esa manera. Veamos on un ejemploonoido la diferenia entre QUE y COMO. Dado un n�umero entero X,podemos de�nir que el operador DIVIDIDO2(X) de la siguiente manera:DIVIDIDO es un operador que toma un argumento entero y devuelve unresultado entero y si X = 2 � Z o X = 2 � Z + 1 entones DIVIDIDO2(X)= Z. Esta de�nii�on del operador no nos die omo es que alularemos elresultado. Una forma puede ser dividiendo por dos (usando el operador dedivisi�on de enteros) o puede haerse on una operai�on de traslai�on a ladereha aprovehando la representai�on binaria de los enteros. Hay variasmaneras de implementar COMO el QUE.Implementar: Ai�on de onstruir programas (generalmente en un len-guaje de programai�on) que permitan programar los operadores indiados enla espei�ai�on de tal manera que las aiones dadas en el �odigo rveri�quenlos axiomas dados en la parte sem�antia de la espei�ai�on. En iertas



32espei�aiones los operadores no est�an totalmente de�nidos, por lo que laimplementai�on deber�a ompletarlos.A ontinuai�on veremos varias formas de representar onjuntos en el om-putador. Cada una de las formas puede tener ventajas o desventajas respetoa la e�ienia de iertos operadores, pero ualquiera de las implementaionesdeber�a veri�ar los axiomas de la espei�ai�on y por lo que ualquier sistemaque utilie las propiedades de la espei�ai�on puede haer uso de ualquierimplementai�on o interambiarlas. Se debe resaltar que las espei�aionesque hemos visto hasta ahora se araterizan por dar valores de verdad a loselementos que pueden ser observados. Los axiomas son independientes dela representai�on y en general no son onstrutivos. En iertos asos pareendar un proedimiento para realizar la operai�on, pero una implementai�onno est�a obligada a seguir los mismos pasos. Basta que los resultados de losoperadores para iguales operandos sean iguales.3.3.1 Implementai�on del TAD ConjuntoRepresentai�on Est�atia 1: Arreglo de BooleanosSi onoemos la variedad de los elementos que pueden perteneer al onjun-to, lo que equivale a deir el onjunto Universal y este es FINITO y ra-zonablemente peque~no, podemos, omo puede haerse on todo onjunto�nito, haer una orrespondenia entre los elementos del onjunto Universaly los naturales de manera que ada posii�on de un arreglo orresponda a unelemento del onjunto Universal.Si el onjunto Universal fuera fazul,rojo,verdeg, representar��amos un on-junto por un arreglo de 3 elementos booleanos. El onjunto presentado aontinuai�on (despu�es de haer orresponder a la primera posii�on el verde,a la segunda el azul y a la terera el rojo) ser��a el onjunto que tiene elelemento verde pero no el azul ni el rojo.false falsetrue azul rojoverde
En el aso en que el Universo es �nito y peque~no, vimos que se puedeimplementar el onjunto on un arreglo de tama~no del Universo. El tiemporequerido, en esta implementai�on de las operadores de pertenee, insertar,



Tipos Abstratos de Datos 33eliminar son de tiempo onstante mientras que el operador esvaio es detiempo proporional al tama~no del Universo. Puede haerse una modi�a-i�on de la estrutura de datos, llevando adiionalmente la uenta de la ar-dinalidad del onjunto, de manera tal que todas las operaiones se realien atiempo onstante.En el aso de Universo �nito, esta representai�on puede interpretarseomorepresentar ada onjunto on la funi�on arater��stia del onjunto:F : A! BooleanF (x) = ( true si x 2 Afalse si noEn el Ap�endie A se presenta una implementai�on.Representai�on Est�atia 2: Arreglo on pol��tia de no permitirdupliadosEn el aso en que el Universo es �nito pero muy grande (por ejemplo unsubonjunto de enteros) y los onjuntos on los que se trabaja tienen unaantidad peque~na de elementos( relativa al tama~no del Universo) no pareeonveniente dediar tanta memoria para almaenar un onjunto, ya que lamayor��a de las posiiones tendr�a valor de falso. Un proedimiento es almae-nar los valores de los elementos en el arreglo o referenias a ellos, oupandolas primeras posiiones del mismo y llevando la uenta de las posiiones ou-padas del arreglo. La implementai�on propuesta hae que un onjunto seaun par (��ndie, arreglo), donde el arreglo puede ser de tipo elemento o detipo referenia a elemento.� La operai�on de inseri�on puede haerse mediante el agregado del ele-mento en la primera posii�on libre del arreglo, revisando que no est�eya presente (tiempo proporional al tama~no del arreglo).� La operai�on de veri�ar si es va��o (esvaio) onsistir�a en revisar sila primera posii�on libre del arreglo oinide on la primera posii�on(tiempo onstante).� La implementai�on del operador pertenee puede ser la de reorrer elarreglo hasta enontrar el valor busado (respuesta true) o hasta la



34 �ultima posii�on oupada (respuesta false). El tiempo de este operadorser�a proporional al tama~no del onjunto.� La operai�on de eliminar puede implementarse omo reorrido del ve-tor desde la primera posii�on. En aso de enontrarse el elemento sedeber�a desplazar los elementos haia la izquierda o mover el �ultimoelemento del vetor a la posii�on que se libera, orrigiendo el valor dela posii�on libre del arreglo. Esta operai�on tendr�a un tiempo propor-ional al tama~no del arreglo.En el Ap�endie A se presenta una implementai�on.Representai�on Est�atia 3: Arreglo on pol��tia de permitir dupli-adosEsta implementai�on busa mejorar el tiempo de inseri�on respeto a la im-plementai�on anterior.� La operai�on de inseri�on puede haerse mediante el agregado del ele-mento en la primera posii�on libre del arreglo (tiempo onstante).� La operai�on de veri�ar si es va��o onsistir�a en revisar si la prime-ra posii�on libre del arreglo oinide on la primera posii�on (tiempoonstante).� La implementai�on del operador pertenee puede ser la de reorrer elarreglo hasta enontrar el valor busado (respuesta true) o hasta la�ultima posii�on oupada (respuesta false). El tiempo de este operadorser�a proporional al tama~no del onjunto.� La operai�on de eliminar es la m�as ostosa de esta representai�on. Elelemento a ser eliminado puede estar repetido en el vetor ya que pa-ra abaratar el operador de inseri�on no revisamos si el elemento yapertene��a al onjunto, por lo que una implementai�on posible es elreorrido del vetor desde la primera posii�on. En aso de enontrarseel elemento a ser eliminado se podr�a usar uno de los dos meanismossiguientes:{ Se deber�a disponer de dos ursores para ompletar el reorrido,uno para registrar la posii�on que se est�a revisando y otro paraindiar a ual posii�on debe desplazarse el elemento revisado para



Tipos Abstratos de Datos 35lograr eliminar todas las apariiones del elemento que se deseaeliminar.{ Se reemplazar�a el elemento a eliminar por el �ultimo del arreglo(reduiendo el valor del lugar libre), y se ontinuar�a el reorridohasta agotar el arreglo.Esta operai�on tendr�a un tiempo proporional al tama~no del arreglo.Esta representai�on es muy onveniente para las apliaiones que usanonjuntos que tienen una antidad reduida de eliminaiones. Sin embargola operai�on de pertenee paree tener un osto alto para onjuntos grandes.En el Cap��tulo 7 veremos soluiones mas e�ientes para este operador.En el Ap�endie A se presenta una implementai�on.3.3.2 Representai�on Din�amiaLos ConjunTO se representan a trav�es de estruuturas simplemente enade-nadas mediante referenias (o apuntadores). Cada elemento est�a representa-do omo un nodo de la forma siguienteSigEntradaNodo -De tal forma la estrutura puede ser delarada omoTypeApunt-Nodo = ^NodoNodo = reordentrada: Tipo-ElemSig-Nodo:Apunt-NodoendUn ConjunTO va��o lo vamos a representar on un apuntador en NIL. Enel ap�endie A se presentan algunas implementaiones.� La operai�on de inseri�on puede haerse mediante el agregado del ele-mento en la primera posii�on dela lista (tiempo onstante).



36 � La operai�on de veri�ar si es va��o onsistir�a en revisar si la lista esva��a(tiempo onstante).� La implementai�on del operador pertenee puede ser la de reorrer lalista hasta enontrar el valor busado (respuesta true) o hasta el �ultimoelemento de la lista (respuesta false). El tiempo de este operador ser�aproporional al tama~no del onjunto.� La operai�on de eliminar onsistir�a en una b�usqueda del elemento aeliminar, reordando el que lo preede en la lista y al enontrarlo, am-biar el enlae del que lo preede a apuntar al que sued��a al elementoa eliminar.3.4 Resumen del ap��tulo 3En este ap��tulo hemos presentado dos tipos abstratos, el onjunto y elmultionjunto, on los operadores b�asios usados en teor��a de onjuntos. Po-demos ver que las presentaiones se entran en estableer el qu�e y no el�omo. En general las presentaiones de los TAD no son onstrutivas. Enlas seiones siguientes se muestran algunas implementaiones posibles deltipo onjunto. No hemos desarrollado la parte orrespondiente a las valida-iones de las implementaiones por no reargar el material del ap��tulo. Sinembargo debe menionarse que las implementaiones deben veri�ar todos yada uno de los axiomas de la espei�ai�on. La implementai�on tendr�a pro-piedades adiionales, o asos en que la implentai�on es v�alida. Por ejemplo,la implementai�on usando la funi�on arater��stia para representar un on-junto est�a restringida a la representaiones de subonjuntos de un universo�nito y manejable. La segunda implementai�on paree m�as efetiva uandolos onjuntos a manipular son peque~nos respeto al Universo. Sin embargouando se dise~nan apliaiones usando onjuntos se deber�a haer sin pensaren la implementai�on de los mismos. Una vez probada la apliai�on puedepasarse a la fase de elegir la implementai�on que m�as se ajuste a las nee-sidades de la apliai�on (tomando en uenta la variedad y freuenia de usode los operadores en la apliai�on).



Tipos Abstratos de Datos 373.5 EjeriiosEn los ejeriios se piden aiones que de�nimos a ontinuai�on:� Implementar un TAD onsiste en darle una representai�on onretaen un lenguaje de programai�on. La representai�on onreta onsta dedos partes1. Representai�on de los objetos que onstituyen el TAD medianteuna estrutura de datos soportada por el lenguaje.2. Representai�on de los operadores del TAD mediante programasque veri�an los axiomas estableidos en la sem�antia del TAD.Las operaiones pariales debber�an ser ompletadas.� Extender un TAD: Se re�ere a agregar operadores (sintaxis) y sudesripi�on (sem�antia) que reeja el omportamiento esperado. Unaextensi�on de ESPT = (D;O;E)ser�a ESP 0T = (D;O [ O0; E [ E 0)donde O0 orresponde a los nuevos operadores y E' orresponde a losaxiomas que de�nen su�ientemente a los operadores de O0.1. Implemente el TAD Conjunto.2. Extienda el TAD Conjunto on las operaiones del algebra de onjuntos(uni�on, intersei�on y diferenia).3. Implemente el TAD Multionjunto.4. Considere la siguiente la siguiente extensi�on para ESPMultionjunto =(D;O [ f#ourrg; E [ fE1; E2; E3g), onE1 : #ourr(vaio; e) = 0E2 : #ourr(insertar(m; e); e) = 1 + #ourr(m; e)E3 : #ourr(insertar(m; e); e1) = #ourr(m; e1)



38 Proponga una representai�on para el TADMultionjunto que permitarealizar e�ientemente el operador #ourr.5. Considere ESPComplejo omo sigue:TAD Complejo D = fReal; ComplejogSintaxis omp : Real � Real ) Complejosumar : Complejo� Complejo ) Complejorestar : Complejo� Complejo ) Complejomult : Complejo� Complejo ) Complejodiv : Complejo� Complejo ) Complejoreal : Complejo ) Realimag : Complejo ) RealSem�antia81; 2 2 Complejo;1 real(omp(r1; r2)) = r12 imag(omp(r1; r2)) = r23 sumar(1; 2) = sumar(2; 1)4 real(sumar(1; 2)) = real(1) + real(2)5 imag(sumar(1; 2)) = imag(1) + imag(2)Fin-Complejo;(a) Indique u�ales son los onjuntos D;O y E de la ternaESPComplejo = (D;O;E).(b) Usando sus onoimientos sobre n�umeros omplejos, esriba losaxiomas orrespondiente a los operadores restar, mult y div delTAD Complejo.() Implemente el TAD Complejo:



Tipos Abstratos de Datos 39(.1) Utilie representai�on artesiana(.2) Utilie representai�on polar(d) Extienda ESPComplejo on los operadores opuesto y onjugado,dando la sintaxis y la sem�antia.6. Considere ESPRaional omo sigue:TAD Raional D = fEntero; RaionalgSintaxis ra : Entero� Entero ) Raionalsumar : Raional � Raional ) Raionalrestar : Raional � Raional ) Raionalmult : Raional � Raional ) Raionaldiv : Raional � Raional ) Raionalnumerador : Raional ) Enterodenominador : Raional ) EnteroSem�antia8r; r1; r2 2 Raional; e; e1; e2 2 Entero;1 sumar(r1; r2) = sumar(r2; r1)2 numerador(ra(e1; e2)) = e13 denominador(ra(e1; e2)) = e24 denominador(r) 6= 0Fin-Raional;(a) Indique u�ales son los onjuntos D;O y E de la ternaESPRaional = (D;O;E).(b) Esriba los axiomas orrespondientes a los operadores restar, multy div del TAD Raional.() Implemente el TAD Raional.



40 7. Considere ESPPolinomio omo sigue:TAD Polinomio[Real℄D = fReal; Polinomio; Boolean;NaturalgSintaxisero : ) Polinomioesero : Polinomio ) Booleandefterm : Polinomio�Natural � Real ) Polinomiomultterm : Polinomio�Natural � Real ) Polinomiooef : Polinomio�Natural ) Realgrado : Polinomio ) NaturalSem�antia8p; p1; p2 2 Polinomio;n; n1 2 Natural; r; r1 2 Real;1 esero(ero) = true2 esero(p) = true$ oef(p; n) = 03 esero(p) = true! esero(multterm(p; n; r)) = true4 multterm(defterm(p; n; r); n1; r1) =defterm(multterm(p; n1; r1); n+ n1; r � r1)5 oef(defterm(p; n; r); n) = r6 esero(p) = false! oef(defterm(p; n; r); n1) = oef(p; n1)7 esero(p) = true! grado(p) = 08 esero(p) = true! grado(defterm(p; n; r)) = n9 n > grado(p)! grado(defterm(p; n; r)) = n10 n < grado(p)! grado(defterm(p; n; r)) = grado(p)Fin-Polinomio;(a) Implemente el TAD Polinomio.



Tipos Abstratos de Datos 41(b) Extienda ESPPolinomio = (D;O[fsumar;multipliar; derivarg; E[E 0), donde E 0 es el onjunto de axiomas orrespondiente a los o-peradores de suma,multipliai�on y derivai�on de polinomios. Ud.debe dar el onjunto E 0.8. Considere la siguiente espei�ai�on para funiones de dominios �nitos(f : A! B):TAD Funion[A;B℄ D = fFunion; A;BgSintaxis new : ) Funiondef : Funion� A� B ) Funionapliar : Funion� A ) B [ f?gpreimagen : Funion� B ) Conjunto[A℄definida? : Funion� A ) Booleaninyetiva? : Funion ) BooleanSem�antia8a; a1 2 A; b; b1 2 B; f; f1 2 Funion;1 f 6= new ^ apliar(f; a) = b ^ apliar(f; a) = b1 ! b = b12 apliar(new; a) = ?3 apliar(def(f; a; b); a) = b4 a 6= a1 ! apliar(def(f; a; b); a1) = apliar(f; a1)5 apliar(f; a) = b! pertenee(preimagen(f; b); a) = true6 definida?(f; a) = (apliar(f; a) 6= ?)7 (apliar(f; a) = apliar(f; a1) ! a = a1) $ (inyetiva?(f) =true)Fin-Funion;(a) Proponga una representai�on onreta para el TAD Funion[A;B℄.



42 (b) Utilizando la representai�on propuesta, implemente los operadoresdel TAD.() Complete la siguiente tabla on los �ordenes de ada uno de losoperadores, utilizando la representai�on propuesta:new def apliar preimagen de�nida? inyetiva?
(d) Extienda el TAD Funion[A;B℄ on los siguientes operadores:(a) Composii�on de funiones.(b) Determinar si una funi�on es sobreyetiva.() Restrii�on del dominio de la funi�on, es deir, f : A ! B yC � A entones de�nir f jC .En ada aso, d�e la sintaxis y la sem�antia de los operadores.9. De�nii�on: Una expresi�on en postorden sobre los naturales en se de-�ne omo sigue:(a) 8a 2 Z, a es una expresi�on en postorden (expresi�on onstante).(b) Si E1 y E2 son expresiones en postorden y op 2 f+;�;�; =g,entones E1E2 op es una expresi�on en postorden.Considere la siguiente espei�ai�on del TAD ExpPost:TAD ExpPost[Natural℄D = fExpPost; Operador;Natural; 1; 2gSintaxistte : Natural ) ExpPostestte : ExpPost ) Booleandefexp : ExpPost� ExpPost�Operador ) ExpPostsubexp : ExpPost� f1; 2g ) ExpPostoperador : ExpPost ) Operador



Tipos Abstratos de Datos 43Sem�antia8e1; e2 2 ExpPost;n 2 Natural; p 2 f1; 2g; op 2 Operador;1 estte(tte(n)) = true2 estte(defexp(e1; e2; op)) = false3 subexp(defexp(e1; e2; op); 1) = e14 subexp(defexp(e1; e2; op); 2) = e25 operador(defexp(e1; e2; op)) = opFin-ExpPost;(i) Implemente en el TAD ExpPost.(ii) De�na un algoritmo para evaluar expresiones que satisfaga la si-guiente espei�ai�on:evaluar : ExpPost) Natural(e1) evaluar(tte(n)) = n(e2) evaluar(defexp(e1; e2; op)) = apliar(op; evaluar(e1);evaluar(e2))3.6 Bibliograf��a1. EHRIG, H. MAHR,B. & OREJAS, F. \Introdution to Algebrai Spe-i�ations. Part 1: Formal Methods for Software Development". TheComputer Journal. Vol. 35. #5. pp. 460-467. 1992.2. EHRIG, H. MAHR,B. & OREJAS, F. \Introdution to Algebrai Spe-i�ations. Part 2: From Classial View to Foundations of SystemSpei�ations". The Computer Journal. Vol. 35. #5. pp. 468-477.1992.3. GUTTAG, John. \ Abstrat Data Types and the Development of DataStrutures". Comm. of ACM. Vol. 20, No. 6, June1977.4. GUTTAG, John, HOROWITZ,Ellis & MUSSER,David. The Design ofData Spei�ations en \Current Trends in Programming Methodology.Vol IV". Yeh Editor, 1978.



44 5. GUTTAG, John. Notes on Type Abstration en \Software Spei�ationTehniques". International Computer Siene Series. Addison Wesley,1986.6. LIN, Huimin. \Proedural Implementations of Algebrai Spei�ations".ACM TOPLAS, Vol. 15, No. 5, Nov. 1993. pp.876-895.



Cap��tulo 4TAD Seuenia.Espeializaiones
4.1 Maro ConeptualEn esta sei�on nos ouparemos del tipo de datos on estrutura. Estosobjetos, onoidos omo seuenias poseen la propiedad de ser elementos queest�an organizados linealmente. Ejemplos de seuenias son:(i) < blano; azul; rojo; verde >(ii) < 1; 2; 4; 8; 12; 14 >(iii) < 7; 6; 5; 4; 3; 2; 1 >(iv) < 7; 5; 5; 4; 3; 3; 1 >Como vemos en los ejemplos, una seuenia puede tener elementos igualesen las diferentes posiiones, pero todos los elementos son del mismo tipo(homog�enea), por lo que podemos onsiderar una seuenia omo una posiblepresentai�on de un multionjunto.En la sei�on siguiente se dar�a el TAD Seuenia y se analizar�an algunasde sus posibles representaiones. Cada una de las representaiones tendr�aomportamientos diferentes para las operaiones del TAD.45



464.2 Espei�ai�on del TAD SeueniaEn esta sei�on, de�nimos el TAD Seuenia que nos permite manejar obje-tos estruturados de la forma:s =< e1; e2; :::; en >Intuitivamente podemos araterizar estos objetos omo sigue:1. Todos los elementos en la seuenia son del mismo tipo (seueniashomog�eneas).2. 8i; ei oupa la i-�esima posii�on en la seuenia, por lo que hay un puestoasoiado a ada elemento que ourra en una seuenia.3. Una seuenia puede reer y dereer din�amiamente (no existe untama~no �jo).A ontinuai�on presentamos ESPSeuenia:TAD Seuenia[Elemento℄D = fSeuenia; Elemento;NaturalgSintaxisvaia : ) Seueniaesvaia : Seuenia ) Booleaninsertar : Seuenia�Natural � Elemento ) Seueniaeliminar : Seuenia�Natural ) Seueniaproyetar : Seuenia�Natural ) Elementoesta : Seuenia� Elemento ) Booleanlong : Seuenia ) NaturalSem�antia8s 2 Seuenia; p; p1 2 Natural; e; e1 2 Elemento;1. esvaia(vaia) = true2. 0 < p � long(s) + 1! esvaia(insertar(s; p; e)) = falso3. 0 < p � long(s) + 1!proyetar(insertar(s; p; e); p) = e



TAD Seuenia 474. 0 < p1 < p � long(s) + 1!proyetar(insertar(s; p; e); p1) =proyetar(s; p1)5. 0 < p < p1 � long(s) + 1!proyetar(insertar(s; p; e); p1) = proyetar(s; p1 � 1)6. 0 < p1 < p � long(s)!proyetar(eliminar(s; p); p1) = proyetar(s; p1)7. 0 < p < p1 � long(s)� 1!proyetar(eliminar(s; p); p1) = proyetar(s; p1 + 1)8. 0 < p � long(s) + 1!proyetar(eliminar(insertar(s; p; e); p); p1) = proyetar(s; p1)9. esta(vaia; e) = falso10. 0 < p � long(s) + 1! esta(insertar(s; p; e); e) = true11. e 6= e1 ^ 0 < p < long(s) + 1!esta(insertar(s; p; e); e1) = esta(s; e1)12. 0 < p � long(s) + 1!esta(eliminar(insertar(s; p; e); p); e1) = esta(s; e1)13. long(vaia) = 014. 0 < p � long(s) + 1! long(insertar(s; p; e)) = 1 + long(s)15. 0 < p � long(s) + 1!long(eliminar(insertar(s; p; e); p)) = long(s)Fin-Seuenia;N�otese que uando se da la sem�antia de los operadores no se die nadaen relai�on a las inseriones donde la posii�on p > long(s)+1, donde long(s)es la longitud de la seuenia s.Una de las diferenias entre onjuntos y las seuenias, es que en �estashay una posii�on asoiada a ada elemento lo que llamamos en Ap�endie Bposii�on espaial.



48 Hemos presentado operaiones asoiadas a un TAD, de una manera algoabstrata. El lenguaje natural es naturalmente ambiguo y si se utiliza parade�nir operadores puede ser una fuente de error al momento de desarrollarapliaiones usando los operadores, veamos un ejemplo:Se quiere agregar una operai�on para borrar al tipo Seuenia. Se propo-ne la siguiente: Sintaxisborrar : Seuenia� Seuenia ) Seuenia(a) borrar(s; s1) borra todas las ourrenias de s1 en s, siendo s; s1 seuen-ias.Analizando la de�nii�on dada para el operador borrar, vemos que la de-�nii�on es ambigua debido a la palabra ourrenia, ya que pudiera ser in-terpretada omo: Sem�antia� Las ourrenias de s1 existentes en sEj: borrar(< b; a; b; a; l; a; l; a >;< b; a; l; a >) =< b; a; l; a >� Todas las ourrenias de s1 ya sean porque originalmente estaban en sy aquellas que se generen al haer eliminaiones de la seuenia s1.Ej: borrar(< b; a; b; a; l; a; l; a >;< b; a; l; a >) = vaiaPara trabajar este ejemplo generalizaremos el operador esta de seueniasesta : Seuenia� Seuenia ) Seueniaon la sem�antia:esta(s2 k s1 k s3; s1) = verdadero siendo k el operador de onatenai�onde seuenias.Con esta de�nii�on adiional podemos estableer la sem�antia para losasos:� esvaia(s1)! s2 k s1 = s2� esvaia(s1) = false ! s2 k s1 = insertar(s2; proyetar(s1; 1) keliminar(s1; 1)� esta(s; s1) = falso! borrar(s; s1) = s� borrar(s2 k s1 k s3; s1) = borrar(borrar(s2; s1) k borrar(s3; s1); s1)



TAD Seuenia 49� esta(borrar(s; s1); s1) = falsoAntes de pasar a estudiar algunas representaiones del TAD Seuenia,onsideremos el siguiente problema:Problema: Esriba una funi�on que dada una seuenia de letras genereuna seuenia de 26 enteros, donde la i-�esima posii�on de la misma orres-ponde al n�umero de ourrenias de la letra que oupa esa posii�on en elalfabeto.A ontinuai�on presentamos dos soluiones, la primera de ellas ( Solui�on1) resuelve el problema eligiendo un ar�ater y eliminando de la seueniatodas las apariiones de ese ar�ater y ontando la antidad de aratereseliminados.Solui�on 1:funtion ContarLetras(s: Seuenia[Char℄): Seuenia[Natural℄;var s1: Seuenia[Natural℄;: Char; ont,i: Natural;begins1 := SeCero(26);while not(esvaia(s)) dobegin := proyetar(s,1);ont := 1;s := eliminar(s,1);while esta(s,) dobeginont := ont + 1;i := 1;while (<>proyetar(s,i)) doi := i + 1;s := eliminar(s,i)end;s1 := insertar(eliminar(s1,PosABC()),PosABC(),ont)end;return(s1)end;



50 La Solui�on 2 onsiste en reorrer una sola vez la seuenia y dependiendodel ar�ater que se observa, se suma 1 al ontador orrespondiente a esear�ater.Solui�on 2:funtion ContarLetras(s: Seuenia[Char℄): Seuenia{Entero℄;var s1: Seuenia[Entero℄;i,len,p,: Entero;begins1 := SeCero(26);len := long(s);for i:= 1 to len dop := PosABC(proyetar(s,i)); := proyetar(s1,p) + 1;s1 := insertar(eliminar(s1,p),p,)od;return(s1)end;La funi�on PosABC reibe un ar�ater y devuelve su posii�on en el alfabeto.La funi�on SeCero(i) devuelve una seuenia de i eros.En la siguiente sei�on se presentan algunas implementaiones del TADSeuenia y para ada una de ellas se analizan las dos soluiones propuestasarriba.4.3 Implementai�on del TAD SeueniaA ontinuai�on se presentan dos formas de representar el TAD Seuenia.Para la implementai�on se requiere de�nir �omo ser�a representado en la me-moria del omputador el onjunto soporte del tipo. En este aso partiular,debemos saber �omo se representa la seuenia va��a y el resto de las seuen-ias. Seguidamente se deben programar las operaiones del tipo abstratohaiendo uso de la estrutura de datos estableida para la representai�on delas seuenias.



TAD Seuenia 51La implementai�on de las operaiones deben satisfaer los axiomas da-dos en la sem�antia de la espei�ai�on. Las representaiones que se dana ontinuai�on orresponden a posibles implementaiones en lenguajes deprogramai�on donde el manejo de memoria se deja al programador 1.4.3.1 Representai�on Est�atiaCuando una seuenia se representa mediante un arreglo, se die que la re-presentai�on es est�atia. Este tipo de representai�on se arateriza porquelos elementos de la seuenia se enuentran en posiiones de almaenamien-to de memoria f��siamente ontiguas. En PASCAL podemos representarest�atiamente el tipo seuenia omo sigue:Type Seuenia = reordCasillas: array[1..N℄ of Elemento;Ult:0..Nend;Donde N es una onstante prede�nida, Casillas es el arreglo donde sealmaenan los elementos y Ult india la posii�on del �ultimo elemento de laseuenia dentro del arreglo. La seuenia estar�a almaenada en las prime-ras posiiones del arreglo ya que la longitud de la seuenia oinide on laposii�on del arreglo donde se almaena el �ultimo elemento de la seuenia.Hay que haer notar que si la de�nii�on del arreglo dentro del registro tuvieseotro rango lo anterior no ser��a v�alido.En el ap�endie A se presenta una implementai�on del TAD Seuenia enPASCAL utilizando representai�on est�atia.Ventajas� Aeso direto a ada elemento de la seuenia, por lo que el osto esO(1).� La implementai�on del operador long es O(1). En esta implementai�onel operador long ser�a long(s) = s.Ult.1El tipo que aqui de�nimos puede ser realizado en JAVA utilizando la lase ja-va.util.Vetor



52 Desventajas� Desperdiio de memoria. La de�nii�on asigna a ada seuenia unarreglo de tama~no prede�nido y este s�olo se aproveha hasta la posii�onUlt. La representai�on de la seuenia va��a ser�a aquella donde Ulttiene el valor ero.� Rigidez para el tama~no de las seuenias. El tama~no m�aximo permitidosera igual al tama~no del arreglo.� Di�ultades para haer inseriones y eliminaiones. La estrutura debereorganizarse onstantemente por lo que las operaiones de inseri�ony eliminai�on tienen una omplejidad lineal respeto al tama~no de laseuenia.4.3.2 Representai�on Din�amiaCuando una seuenia se representa din�amiamente, ada elemento de la listaes un registro que onsta de dos ampos, el primero almaenar�a el elemento,y el segundo la direi�on del pr�oximo elemento de la seuenia. Este �ultimoampo se denomina referenia o apuntador. Una arater��stia fundamentalde este tipo de representai�on es que los elementos no oupan, neesaria-mente, posiiones ontiguas en memoria. Adem�as, los elementos (instaniasdel registro) se van reando a medida que se van insertando elementos a laseuenia.T��piamente en PASCAL, el tipo Seuenia se representa din�amiamenteomo sigue:Type Seuenia = ^Casilla;Casilla = reordElem:Elemento;Sig:Seueniaend;En este aso, un objeto de tipo Seuenia, es un apuntador a una suesi�onde Casillas. Este apuntador se denomina abeza de la lista y es el que seutiliza para la representai�on de la seuenia va��a.Este enadenamiento de elementos es lo que om�unmente se denomina lis-tas lineales; de tal forma que podemos deir que representar din�amiamente



TAD Seuenia 53una seuenia es equivalente a representarla utilizando listas on una abeza.Para rear un nuevo elemento de una lista en PASCAL, se utiliza el proedi-miento prede�nido new(p), que busa en memoria un espaio aorde al tipodel elemento apuntado por p y devuelve en p la direi�on de memoria obte-nida. Claro est�a, p debe ser de tipo apuntador a los objetos que onstituyenla seuenia (en el ejemplo de tipo Casilla).Adem�as, PASCAL tiene una onstante prede�nida llamada nil, que re-presenta la direi�on nula. Si se hae la siguiente delarai�on:Var s: Seuenia;y iniializa s omo una seuenia va��a de la siguiente manera:s := vaia();luego de ejeutarse esa instrui�on, s tendr�a omo valor nil.En el ap�endie A se presenta una implementai�on del TAD Seuenia enPASCAL utilizando representai�on din�amia.Ventajas� Utilizai�on e�iente de la memoria ya que la memoria utilizada es pro-porional al tama~no de la seuenia.� Elimina la neesidad de limitar el tama~no de las seuenias ya que ell��mite ser�a la memoria disponible en el omputador.Desventajas� Mayor osto en el aeso a los elementos ya que hay que reorrer losei, 8i � p, para aeder a ep por lo que la proyei�on es un operadorde omplejidad la longitud de la seuenia.� se aumenta la memoria requerida para almaenar un elemento debidoa la adii�on del ampo Sig en el registro Casilla.Las operaiones de inseri�on y eliminai�on (al igual que en la repre-sentai�on est�atia) son de omplejidad proporional a la longitud de laseuenia.



544.4 Espeializai�on del TAD SeueniaComo se ha visto hasta ahora, el TAD Seuenia es un tipo muy generaly puede onsiderarse el punto de partida para la de�nii�on de otros tiposuyos objetos son seuenias on esquemas espe���os de reimiento y de-reimiento. Tal es el aso de los tipos Cola y Pila que estudiaremos en laspr�oximas seiones. Estos tipos son onsiderados espeializaiones del TADSeuenia, ya que restringen el onjunto de operaiones que lo araterizan,para adquirir un omportamiento propio 2.Otro ejemplo de espeializai�on del TAD Seuenia es el TAD Dipolo.Un dipolo es una seuenia en la ual s�olo se permite insertar y eliminarelementos tanto al prinipio omo al �nal de la seuenia.4.4.1 Espei�ai�on del TAD PilaEl TAD Pila es una seuenia, donde la forma de insertar y eliminar elementosde la misma, sigue una pol��tia LIFO (Last In First Out), lo que signi�aque uando se elimina un elemento, este es el �ultimo que fue insertado. Estoquiere deir que toda inseri�on de elementos se har�a por el extremo �nal otope y que la supresi�on de un elemento orresponde al ubiado en su extremo�nal (�ultimo elemento insertado). Esto se reeja en los axiomas donde usandola noi�on de de�nir un nuevo tipo abstrato omo espeializai�on de otro tipoabstrato (TAD Pila < Seuenia[Elemento℄ , Pila omo espeializai�on(<) de seuenia). Es por ser una espeializai�on que los operadores delnuevo tipo ser�an de�nidos usando algunos de los operadores del TAD base.TAD Pila < Seuenia[Elemento℄D = fPila; ElementogSint�axis vaiaP : ) PilaesvaiaP : Pila ) Booleanempilar : Pila� Elemento ) Piladesempilar : Pila ) Pilatope : Pila ) Elemento2En JAVA se llama extensiones (java.util.Stak es una extensi�on de java.util.Vetor)pero las espeializaiones onsideradas en este libro se re�ere a un subonjunto del dominioque puede ser reado mediante el uso de los operadores pero on iertas restriiones



TAD Seuenia 55Sem�antia8p 2 Pila; e 2 Elemento;1. esvaiaP (p) = esvaia(p)2. empilar(p; e) = insertar(p; 1; e)3. :esvaiaP (p)! desempilar(p) = eliminar(p; 1)4. :esvaiaP (p)! tope(p) = proyetar(p; 1)Fin-Pila;La sem�antia dada onsidera que la pila se simula haiendo los ingresos yegresos de elementos en la primera posii�on de la seuenia. Otra sem�antiaalternativa ser��a la de onsiderar que las operaiones de empilar y desempilarse realizan por el �n de la seuenia:Sem�antia8p 2 Pila; e 2 Elemento;1. esvaiaP (p) = esvaia(p)2. empilar(p; e) = insertar(p; long(e) + 1; e)3. :esvaiaP (p)! desempilar(p) = eliminar(p; long(e))4. :esvaiaP (p)! tope(p) = proyetar(p; long(e))Implementai�on del TAD PilaEn esta sei�on presentamos el TAD Pila omo una espeializai�on del TADSeuenia por lo que se puede utilizar ualquiera de las representaiones quese utilizan para Seuenia. Si onsideramos la representai�on est�atia dadaen la sei�on 4.3.1, el ampo Ult del registro orrespoder��a al tope de la pilay ser��a onveniente empilar en la posii�on Ult+1 para garantizar O(1) en estaoperai�on. En uanto a la representai�on din�amia dada en la sei�on 4.3.2,bastar��a on empilar en la abeza de la lista para garantizar O(1). En elap�endie A se enuentran las implementaiones menionadas arriba para elTAD Pila.



564.4.2 Ejemplo de usoInvertir una seuenia utilizando una pilapreond: se = < x1; x2; :::xn >postond: Invertir-Se = < xn; xn�1; :::x1 >funtion Invertir-Se ( se :seuenia) : seueniavar p: PILAi: Integerp = vaiap();while not( esvaia(se)) dop := empila(p,proyetar(se,1))se := eliminar(se,1)odi := 1while not (esvaiap(p)) dose := insertar(se,i,tope(p));i := i+1;p := desempilar(p)odreturn(se)4.4.3 Espei�ai�on del TAD ColaEl TAD Cola por su parte, es al igual que el TAD Pila, una espeializai�onde una seuenia, uya pol��tia de manejo es FIFO (First In First Out) , esdeir, el primer elemento que entra es el primero en salir (se elimina el m�asantiguo en la ola). Esto se reeja en los axiomas.TAD Cola < Seuenia[Elemento℄D = fCola; ElementogSint�axis



TAD Seuenia 57vaiaC : ) ColaesvaiaC : Cola ) Booleanenolar : Cola� Elemento ) Coladesenolar : Cola ) Colafrente : Cola ) ElementoSem�antia8 2 Cola; e 2 Elemento;1. esvaiaC() = esvaia()2. enolar(; e) = insertar(; long() + 1; e)3. :esvaiaC()! desenolar() = eliminar(; 1)4. :esvaiaC()! frente() = proyetar(; 1)Fin-Cola;4.4.4 Ejemplo de uso: Invertir una olaImplementai�on reursivafuntion Invertir-Cola(ol:Cola): Colapreond: ol = < x1; x2; :::xn >postond: Invertir-Cola = < xn; xn�1; :::x1 >var X : Elementoif esvaia(ol)Invertir-Cola := vaia()elseX := frente(ol);Invertir-Cola := enolar(Invertir-Cola(desenolar(ol)),X)�



58 Implementai�on iterativafuntion Invertir-Cola(ol:Cola): Colapreond: ol = < x1; x2; :::xn >postond: Invertir-Cola = < xn; xn�1; :::x1 >var X : Elementose : seuenia;ol-aux : Cola;ol-aux = Copiar-ola(ol);se := vaia();while not( esvaia(ol-aux)) doX := frente(ol-aux);se := insertar(se,1,X);ol-aux := desemolar(ol-aux);odwhile (long(se) 6= 0) doX := proyetar(se,1);ol-aux := enolar(ol-aux,X);se := eliminar(se,1);odInvertir-Cola := ol-auxend4.4.5 EjemploSupongamos que un funionario en una taquilla reibe planillas que entregaal p�ublio; los usuarios las llenan y las devuelven. Las planillas entregadaspor los usuarios ser�an revisadas, �rmadas y devueltas al p�ublio. Esta ope-rai�on la realiza el empleado en las horas en que la taquilla no est�a abiertaal p�ublio. Para failitar la b�usqueda en el momento de entregar las pla-nillas el funionario ha deidido tenerlas apiladas de manera tal que todaslas planillas de soliitantes uyo apellido empiee por una misma letra, est�enontiguas, pero que se onserve el orden por d��a y hora de llegada. Conside-remos primero una solui�on manual a este problema:Iniialmente el empleado puede \apilar" las planillas on lo ual onserva



TAD Seuenia 59el orden de llegada de las planillas. Conlu��do el horario de reepi�on, puededistribuir la pila en 26 pilas de auerdo a la iniial del primer apellido. Enestas pilas las planillas estar�an en orden inverso al orden de llegada. Si aontinuai�on reorre las pilas (en orden alfab�etio) y las oloa en un arhi-vador (ola), esta ola tendr�a dentro de ada letra el orden de llegada a lataquilla.A ontinuai�on presentamos el programa asoiado al proeso desrito a-rriba.proedure Taquilla(HorasReepion: Integer);{ Los proedimientos ``espera_evento'', ``avanza_reloj'' y``reibe_planilla'', se enargan de detetar la ourreniade los eventos de reloj o de entrega de planilla, atualizarla hora, y registrar los datos en un formulario, respetivamente.}onst reloj: 0;entrega: 1;type Formulario = reordApellido: String;Hora: 0..23;Minutos: 0..59end;Letras: `A'..`Z';var P: Pila[Formulario℄;Piletas: array[Letras℄ of Pila[Formulario℄;Arhivador: Cola[Formulario℄;F: Formulario; HorasTransurridas : Integer;Evento: reloj..entrega; l: Letras;begin{ Iniializaiones}HorasTransurridas := 0; P := vaia;Arhivador := vaia;for l:= `A' to `Z' do



60 Piletas[l℄ := vaiaod;{ Reepion de planillas}while (HorasTransurridas <= HorasReepion) doevento := espera_evento;ase evento ofreloj: avanza_reloj(HorasTransurridas);entrega: beginF := reibe_planilla;empilar(P,F)endendase;od;{ Organizaion de las planillas en orden alfabetio y de llegada,ya que ha transurrido el horario de atenion al publio }while not(esvaia(P)) doF := tope(P);desempilar(P);empilar(Piletas[Iniial(F.Apellido)℄,F);od;for l:= `A' to `Z' dowhile not(esvaia(Piletas[l℄) doF := tope(Piletas[l℄);desempilar(Piletas[l℄);enolar(Arhivador,F)odod;end;{ Los formularios quedan en el arhivador en el orden deseado }Es de haer notar que a este �odigo est�a expresado usando solamenteoperadores del TAD y este es el momento en que deban analizar diversasimplementaiones de los TAD's Pila y Cola a �n de identi�ar uales sonm�as apropiadas teniendo en uenta la freuenia del uso de los operadores



TAD Seuenia 61en la apliai�on, sin que el �odigo deba ser alterado.4.4.6 Espei�ai�on del TAD DipoloEl TAD Dipolo es una seuenia, uya pol��tia de manejo es que tanto losingresos omo los egresos a la seuenia se realizan en los extremos de laseuenia. Esto se reeja en los axiomas.TAD Dipolo < Seuenia[Elemento℄D = fDipolo; Elemento; BoolleangSint�axis vaiaD : ) DipoloesvaiaD : Dipolo ) BooleaningresarF in : Dipolo� Elemento ) DipoloegresarIniio : Dipolo ) DipoloingresarF in : Dipolo� Elemento ) DipoloegresarIniio : Dipolo ) Dipolofrente : Dipolo ) Elementofin : Dipolo ) ElementoSem�antia8d 2 Dipolo; e 2 Elemento;1. esvaiaD(d) = esvaia(d)2. ingresarF in(d; e) = insertar(d; long(d) + 1; e)3. ingresarIniio(d; e) = insertar(d; 1; e)4. :esvaiaD(d)! egresarF in(d) = eliminar(d; long(d))5. :esvaiaD(d)! egresarIniio(d) = eliminar(d; 1)6. :esvaiaD(d)! ingresarF in(d) = insertar(d; long() + 1; e)7. :esvaiaD(d)! ingresarIniio(d) = insertar(d; 1; e))8. :esvaiaD(d)! frente(d) = proyetar(d; 1)



62 9. :esvaiaD(d)! fin(d) = proyetar(d; long(d))eliminarFin-Dipolo;En todo los asos de espeializaiones del TAD seuenia, utilizamos losoperadores de seuenias, on valores pre�jados para desribir la sem�antiade las operaiones del nuevo tipo.4.5 Resumen del ap��tulo 4El TAD seuenia es el tipo abstrato mas utilizado para organizar una ole-i�on de elementos que requieran estar linealmente organizados (organizai�onespaial). Es por eso que podemos onsiderar a la seuenia omo un en-riqueimiento de los multionjuntos, ya que el operador pertenee llamadoesta puede ombinarse on el operador proyetar para obtener el elementoy eliminar para quitarlo de la seuenia.Debe reordarse siempre el ingrediente requieran estar linealmente organi-zados ya que es muy om�un el uso de este tipo para representar simplementeonjuntos. No se debe utilizar tipos que posean propiedades por enima delas requeridas ya que esto restringe las implementaiones que se puedan usar.Entre las oleiones que requieran estar linealmente organizadas, pode-mos distinguirlas seg�un la pol��tia de ingreso y egreso de elementos, siendola seuenia la mas libre de las pol��tias, la de ola la que reeja la ordena-i�on de los elementos por el orden de aparii�on de los mismos en el sistemay la pila que ha demostrado su utilidad en proesos de evaluai�on de pro-edimientos reursivos, en la evaluai�on de expresiones algebraias. En esteap��tulo mostramos que PILA y COLA son espeializaiones del tipo seuen-ia ( sub-�algebra), ya que pueden ser expresadas sus operaiones en funi�onde los operadores de seuenia instaniando en forma onstante alguno desus operandos.4.6 Ejeriios1. Calule la omplejidad de la solui�on al problema del ejemplo.2. Considere la siguiente funi�on:funtion F(s: Seuenia[Entero℄): Seuenia[Entero℄;



TAD Seuenia 63var e,e1,i,j,len,x: Entero;beginlen := long(s);for i := len downto 1 dox := 0;e := proyetar(s,i);for j := 1 to i-1 doe1 := proyetar(s,j);if (e1 <= e) thenx := x + e1fiod;s := insertar(s,i+1,x)od;return(s)end;(a) D�e la seuenia resultante para la siguiente entrada:s =< 67; 10; 4; 18; 15 >(b) Calule el T (N) de la funi�on F si el TAD Seuenia[Entero℄ est�aimplementado mediante:(b.1) Representai�on Est�atia.(b.2) Representai�on Din�amia.() Justi�que on razones de e�ienia el uso de las variables loalese, e1 y len en la funi�on F.3. Considere la siguiente funi�on:funtion MisterioSeuenial(s: Seuenia[Natural℄):Seuenia[Natural℄;vars1: Seuenia[Natural℄;a,i,j,k,len: Natural;begini := 1; len := long(s);vaia(s1); k := 0;repeat



64 j := i+1; a := 0;while (proyetar(s,i)<>proyetar(s,j)) and (j<len) dobegina := a + proyetar(s,j); j := j+1end;k := k+1;if (proyetar(s,i) = proyetar(s,j)) theninsertar(s1,k,a)else insertar(s1,k,0);i := i+1;until (i=len);return(s1)end;(a) D�e la seuenia resultante para la siguiente entrada:s =< 4; 1; 3; 7; 4; 3; 1; 3 >(b) D�e la araterizai�on de la seuenia de entrada para el peor aso.Calule el orden del T (N) para la araterizai�on de s dada arribaen los siguientes asos:(b.1) La seuenia est�a representada est�atiamente.(b.2) La seuenia est�a representada din�amiamente.4. El TAD String es un aso partiular del TAD Seuenia:TAD String = Seuenia[Carater℄(a) Extienda ESPString on los operadores:#ourr : String � String ) Naturalonatenar : String � String ) Stringpalindrome : String ) Booleandonde(a.1) #ourr(s; s1) determina el n�umero de ourrenias del strings1 en el string s.(a.2) onatenar(s; s1) onatena los strings argumentos.



TAD Seuenia 65(a.3) palindrome(s) es true si s es pal��ndromo, es deir, si se leeigual de izquierda a dereha y de dereha a izquierda. Ejm:arepera.(b) Implemente los operadores de�nidos en (a).5. Espei�que el TAD Dipolo en t�erminos de los axiomas del TAD Se-uenia. Sugiera una representai�on din�amia. Justi�que.6. Extienda la espei�ai�on dada del TAD Seuenia omo sigue:ESPSeuenia = (D;O [ fagrupar; invertirg; E [ E 0)donde(a) agrupar(s) reorganiza los elementos de s, de forma tal que todoslos dupliados ourran en posiiones ontiguas de s,(b) invertir(s) invierte los elementos de s.() E 0 es el onjuntos de axiomas orrespondiente a agrupar e invertir7. Usando el axioma 5 de la espei�ai�on de Seuenia y el axioma 4 dela espei�ai�on de Pila, obtener:tope(desempilar(empilar(p; e)) = tope(p)8. Usando el axioma 2 de la espei�ai�on de Seuenia y el axioma 2 dela espei�ai�on de Pila, obtener:esvaia(empilar(p; e)) = falso9. En la editorial \La Estrella" tienen un problema. El enargado delan�alisis de los textos literarios, aunque es muy bueno analizando, noes muy uidadoso al momento de haer itas textuales y generalmenteolvida o abrir las omillas o errar las omillas para una ita. Por estaraz�on, se desea que Ud. implemente un algoritmo que, utilizando elTAD Pila, veri�que si las omillas est�an balaneadas en un texto dado.Reuerde que existen omilla-dereha y omilla-izquierda. Reuerdeque una ita puede ontener itas.



66 (a) Realizar el ejeriio sin utilizar aritm�etia (enteros, reales).(b) Realizar el ejeriio utilizando enteros.10. D�e un ejemplo donde sea preferible utilizar el TAD Cola al TAD Pila.11. D�e un ejemplo donde sea preferible utilizar el TAD Pila al TAD Cola.12. Para organizar un onjunto de objetos que van a ser despahados sepuede utilizar una organizai�on de seuenia (o alguna espeializai�on).Desriba un proeso seg�un el ual, organizando los objetos en una ola,existir�an objetos que nuna ser��an despahados.13. Se desea que implemente en PASCAL el TAD Cola[Estudiante℄ quedesean soliitar tikets del Comedor. Notar que los datos importantesdel estudiante, en este aso, son el arnet y el n�umero de tikets quesoliita.14. Sea ESPCola = (DCola; OCola; ECola). Espei�que el TAD ColaonCo-leados omoESPColaonColeados = (DCola; OCola [ folearg; ECola [ E 0),dondeE 0 es el onjunto de axiomas orrespondientes al operador olear.olear(; i; e) \olea" al elemento e delante de la i-�esima posii�on en .Complete la espei�ai�on.15. Sea ESPPila = (DPila; OPila; EPila). Espei�que el TAD PilaonInter-alados omoESPPilaonInteralados = (DPila; OPila [ finteralarg; EPila [ E 0),donde E' es el onjunto de axiomas orrespondientes al operador inter-alar.interalar(p; i; e) \interala" al elemento e sobre de la i�esima posii�onp.16. Se quiere agregar una operai�on para editar al tipo String. Se proponela siguientes:(b) reemplazar(s; s1; s2) reemplaza en el string s, las ourrenias delstring s1 por el string s2.



TAD Seuenia 67Sin embargo,la desripion es ambig�ua. Proponga de�niiones no am-big�uas ompatibles on la de�nii�on.17. Dada una seuenia de 7 elementos que representa los 7 primeros t�erminosde una progresi�on geom�etria:(a) Calular la raz�on.(b) Calular 5 t�erminos adiionales.4.7 Bibliograf��a1. AHO, HOPCROFT & ULLMAN,\Data Strutures and Algorithms".Addison Wesley Series in Computer Siene.2. KNUTH, D.,\The Art of Computer Programming. Vol 1. FundamentalAlgorithms". Addison Wesley.3. WIRTH, N.,\Algorithms+Data Strutures=Programs". Prentie Hall4. Manuales de PASCAL desribiendo estruturas din�amias (pointers).
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Cap��tulo 5El problema de la B�usqueda
5.1 Maro ConeptualConsideremos el problema de implementar el operador esta del TAD Seuen-ia, de�nido en la sei�on 4.2 del ap��tulo 4. Este problema tiene bastanteimportania ya que la b�usqueda en una seuenia de gran tama~no puedetener un osto proporional al tama~no de la seuenia (O(N)), que puederesultar una operai�on ostosa 1.5.1.1 B�usqueda SeuenialUna manera de implementar el operador esta es realizar una b�usqueda se-uenial del elemento en la seuenia. Este m�etodo se basa en la idea de quepara determinar si un elemento ourre en una seuenia, se deben revisaruno a uno los elementos de �esta hasta enontrar el elemento o hasta agotarla(no est�a). De esta forma, si el elemento busado oupa la posii�on p, antesde enontrarlo, se habr�an revisado los p� 1 elementos que ourren antes que�el en la seuenia.Podemos onsiderar este m�etodo de b�usqueda omo un proeso repetitivodonde se mantiene una seuenia de elementos por revisar (originalmentela seuenia ompleta) y el resto son los elementos revisados (iniialmentela seuenia va��a) y que en ada paso de la b�usqueda se logra aortar laseuenia por revisar.1Si onsideramos a la seuenia una forma de realizai�on del onjunto o multionjunto,el an�alisis del operador esta es equivalente a analizar el operador pertenee69



70 long(Revisada)z }| {Revisada long(s)�long(Revisada)z }| {PorRevisar"1ra pos. por revisarUna solui�on al problema planteado es la siguiente:funtion BusqSeuenial(PorRevisar:Seuenia;e:Elemento): Boolean;beginif (esvaia(PorRevisar)) thenreturn(false)elseif (e = proyetar(PorRevisar,1)) thenreturn(true)elsereturn(BusqSeuenial(eliminar(PorRevisar,1),e))fifiend;La funi�on BusqSeuenial(s,e), busa el elemento e en la seuenia s.El proeso termina ya que en ada nueva instania de la funi�on, la se-uenia sobre la que se hae la b�usqueda es de tama~no menor, en una unidad,que la seuenia de la instania anterior. El proeso puede deidir si el ele-mento busado estaba en la seuenia original ya que s�olo se elimina unelemento de la seuenia a revisar uando se tiene la erteza de que no es elelemento busado.Es de haer notar que en este algoritmo no se hae uso de relaiones quepudieran existir entre los elementos. S�olo se requiere poder deidir si doselementos son iguales que es la expresi�on usada en el segundo ondiional.En la sei�on siguiente se requerir�a que sobre los elementos se puedaestableer un orden total.



El Problema de la B�usqueda 715.1.2 B�usqueda BinariaConsideremos ahora el aso partiular en el ual la seuenia est�a ordenadareientemente, seg�un� 2. Esta araterizai�on de la seuenia, ofree iertasventajas que permiten implementar un m�etodo de b�usqueda m�as inteligentellamado b�usqueda binaria.La idea de este m�etodo es que la seuenia por revisar, de longitud N , sedivide en dos subseuenias: una, de longitud [N=2℄�1, donde se enuentranelementos menores o iguales al que oupa la posii�on media, [N=2℄, y la otra,de longitud N � [N=2℄ donde se enuentran elementos mayores o iguales:� emed emed � emed"elemento en la pos. mediaUna vez partiionada la seuenia por revisar de este modo, se omparasi el elemento busado es mayor, menor o igual a emed para determinar si sedetiene la b�usqueda (son iguales) o d�onde debe seguir busando. Note que adiferenia de la b�usqueda seuenial, en ada paso, se aorta muho m�as laseuenia por revisar.Para dar el algoritmo orrespondiente a la b�usqueda binaria, onsideremosuna nueva operai�on sobre las seuenias,bisetar : Seuenia ) Seuenia� Elemento� Seueniabisetar(s), retorna una terna (si; med; sd)Supongamos que est�an de�nidas las proyeiones sobre una terna y quese llaman �1; �2 y �3, para la primera, segunda y terera omponente, res-petivamente.donde,� med, es la posii�on del elemento medio de la seuenia s.long(s) > 1! �2(bisetar(s)) = proyetar(s; [long(s)=2℄)� si, es la subseuenia de s donde se enuentran elementos menores oiguales que proyetar(s;med).2El s��mbolo � orreponde a una relai�on de orden v�alida en el tipo elemento de laseuenia



72 long(s) > 1 ^ si = �1(bisetar(s))!Vlong(si)j=1 (proyetar(si; j) = proyetar(s; j))� sd, es la subseuenia de s donde se enuentran elementos mayores oiguales que proyetar(s;med).long(s) > 1 ^ sd = �3(bisetar(s))!Vlong(sd)j=1 (proyetar(sd; j) = proyetar(s; long(�2(bisetar(s))) + j))Una vez de�nida la operai�on bisetar(s), presentamos el algoritmo deb�usqueda binaria omo sigue:funtion BusqBinaria(PorRevisar:Seuenia;e:Elemento): Boolean;var e_med:Elemento; t: Terna;beginif (esvaia(PorRevisar)) thenreturn(false)else if (long(s) = 1) thenreturn(proyetar(s,1) = e)elset := bisetar(PorRevisar);e_med:= proyetar(PorRevisar,pi2(t));if (e = e_med) then return(true)else if (e < e_med) thenreturn(BusqBinaria(pi1(t),e))elsereturn(BusqBinaria(pi3(t),e))fifififiend;Donde pi1, pi2 y pi3, se deben interpretar omo �1; �2 y �3, respetiva-mente, < omo la relai�on � y el tipo Terna = Seuenia � Elemento �Seuenia .



El Problema de la B�usqueda 735.1.3 An�alisis del algoritmo de bisei�onHaiendo el an�alisis del algoritmo de la sei�on anterior podemos deduir suomplejidad.Tbus(n) = Tproy(t) + Tbis(n) + (5.1)max(Tbus(long(pi1(t))); Tbus(long(pi3(t))))donde long(pi�(t)) orresponde a la longitud de la seuenia que va aser revisada en la b�usqueda. Debido a que tenemos el m�aximo (max), loonveniente es que las dos seuenia �1 y �3 tengan apr�oximadamente lamisma longitud que representaremos por n=2. Adem�as, onsiderando tproy(n)y Tbus(n) de tiempo onstante, resulta:Tbus(n) = + Tbus(n=2)= 2+ Tbus(n=22)= r+ Tbus(n=2r)Haiendo n=2r < 1 tenemos r > log(n), por lo que la omplejidad nosqueda: Tbus(n) = (log(n) + 1)5.2 Posii�on de los ElementosLos algoritmos dados anteriormente, s�olo determinan si un elemento e ourreo no en una seuenia s. Sin embargo, en muhas apliaiones es importante,reuperar la posii�on que oupa e en s; para lograr esto, podemos rede�nirel operador busar de la siguiente manera:busar : Seuenia� Elemento ) NaturalDebido a que las posiiones en una seuenia se numeran a partir del uno,utilizaremos el ero para indiar que un elemento no ourre en una seuenia.



745.2.1 Posii�on seg�un la B�usqueda SeuenialPara resolver el problema de determinar la posii�on del elemento, neesitamosonoer la posii�on del primer elemento a ser revisado en la seuenia original:long(revisada)z }| {revisada long(s)�long(revisada)z }| {por{revisar"1ra pos. por revisarlong(revisada) + 1Lo que haemos es agregar un terer par�ametro, que mantenga en todomomento la longitud de la lista de elementos revisados, y de�nimos la funi�onBusqSeuenial1(s,e,p) omo sigue:funtion BusqSeuenial1(PorRevisar:Seuenia; e:Elemento;LongRev:natural): Natural;beginif (esvaia(PorRevisar)) thenreturn(0)else if (e = proyetar(PorRevisar,1)) thenreturn(LongRev+1)elsereturn(BusqSeuenial(eliminar(PorRevisar,1),e,LongRev+1))fifiend;La funi�on BusqSeuenial se de�ne omo sigue:funtion BusqSeuenial(s,e):Natural;beginreturn(BusqSeuenial1(s,e,0))end;debido a que en el par�ametro formal por revisar se opia el valor de laseuenia s, la primera posii�on de la seuenia a ser revisada orrespondeexatamente a la primera posii�on de la seuenia original. De este modo, seresuelve el problema de reuperar la posii�on del elemento e en la seuenias mediante b�usqueda seuenial.



El Problema de la B�usqueda 755.2.2 Posii�on seg�un la B�usqueda BinariaConsideremos la bisei�on de la seuenia por revisar en un instante ualquie-ra de la ejeui�on del algoritmo: tanto a la izquierda omo a la dereha de laseuenia por revisar hay subseuenias donde se ha desartado la b�usquedaque llamaremos dizq y dder, respetivamente:long(dizq)z }| {dizq s� emed s� long(dder)z }| {dder"elemento en la pos. mediaEn este aso, el problema se resuelve nuevamente agregando un tererpar�ametro a la funi�on que mantenga la longitud de la subseuenia de ele-mentos desartados a la izquierda.funtion BusqBinaria1(PorRevisar:Seuenia; e:Elemento;LongDizq:Natural): Natural;var e_med:Elemento; t:Terna;beginif (esvaia(PorRevisar)) then return(0)else if (long(s) = 1) thenif (proyetar(s,1) = e) then return(LongDizq+1)else return(0)fielset:= bisetar(PorRevisar);e_med:= proyetar(PorRevisar,pi2(t));if (e = e_med) then return(LongDizq +1)else if (e < e_med) thenreturn(BusqBinaria1(pi1(t)),e,LongDizq)elsereturn(BusqBinaria1(pi3(t),e,LongDizq+long(pi1(t)+1)))fifififiend;



76 La funi�on BusqBinaria se de�ne omo sigue:funtion BusqBinaria(s,e):Natural;beginreturn(BusqBinaria1(s,e,0))end;Hasta este momento hemos analizado el problema de b�usqueda en unaseuenia y on las implementaiones vistas hasta ahora, el orden de lab�usqueda es O(n). Si podemos organizar la seuenia mediante un orden (ypodemos pagar por el osto de mantener ese orden en las inseriones) vimosque pod��amos reduir la b�usqueda a O(log(n)). Para poblaiones grandeseste osto es muy alto. En ap��tulos posteriores (en partiular en el ap.7), usaremos el reurso de organizar los elementos (en general, onsumiendomemoria adiional) de manera de poder realizar la operai�on de b�usquedam�as e�ientemente.5.3 Resumen del ap��tulo 5En este ap��tulo hemos omenzado el an�alisis del problema de b�usqueda, mo-tivado por la freuenia del uso de ese operador y por que un enfoque ingenuode la solui�on puede dar tiempos inadmisibles para apliaiones que requie-ran una respuesta a tiempo real (onsulta en banos, ajeros autom�atios,et.). En partiular se ataa el problema introduiendo la t�enia del pre-ondiionamiento que onsiste en haer un trabajo previo (en este aso elordenamiento de la seuenia) que si bien tiene un osto iniial alto haeque la operai�on de b�usqueda pase de O(n) a O(ln(n)) lo que signi�a parapoblaiones grandes una redui�on dr�astia en el tiempo requerido para laejeui�on de la b�usqueda. Veremos sin embargo que hay asos en que estaveloidad no es su�iente o existen problemas on el mantenimiento del pre-ondiionamiento (ordenamiento) que haen busar otros meanismos masefetivo para la realizai�on de la operai�on de b�usqueda omo veremos enel ap. 7. Los algoritmos dados en este ap��tulo tienen una presentai�onreursiva. Esta presentai�on hae mas f�ail su omprensi�on que la versi�oniterativa y por sobre todo simpli�a la evaluai�on de su omplejidad.



El Problema de la B�usqueda 775.4 Ejeriios1. Dado el siguiente prediado:ord(s) �Los elementos de la seuenia s est�an ordenados reientemen-te seg�un �.Deidir si son iertas las siguientes proposiiones:(a) ord(s)! BusqSeuenial1(s; e; 0) = BusqBinaria1(s; e; 0)(b) ord(s)! proyetar(s; busar1(s; e; 0)) =proyetar(s; BusqBinaria1(s; e; 0))2. La ompa~n��a \Distribuidora Las Am�erias C.A." mantiene un onjuntode lientes. Mensualmente, el n�umero de lientes aumenta en un 5%, yderee en 2.5% on respeto al total. Adem�as, el promedio de onsultasen el mes es del 40% del n�umero de lientes.(a) Identi�que el TAD asoiado al onjunto de lientes.(b) Haga un an�alisis omparativo de las operaiones de ingreso, egresoy onsulta de lientes, si el TAD se implementa omo:(b.1) Seuenia Ordenada(b.2) Seuenia no ordenadaEn ambos asos, suponga que la seuenias se representan est�ati-amente.() Sugiera implementaiones alternas para el TAD. Haga un an�alisisomparativo.3. Considere la euai�on (5.1) de la sei�on 5.1.3.(a) >Qu�e ourre si on la omplejidad si Tproy(n) es de orden n.(b) >Qu�e ourre en la misma euai�on si la funi�on bisetar se ambiapor una funiu�on uya omplejidad es lineal?5.5 Bibliograf��a1. KNUTH, Donald. \The Art of Computer Programming. Vol 3. Sortingand Searhing.



78 2. WIRTH, Niklaus. \Algorithms + Data Strutures = Programs". Pren-tie Hall.



Cap��tulo 6Ordenamiento de una Seuenia
6.1 Maro ConeptualEl problema del ordenamiento de una seuenia de elementos de un dominioE , onsiste en organizarlos asendente o desendentemente seg�un un ordentotal � de�nido sobre E . En este ap��tulo nos ouparemos solamente delordenamiento asendente utilizando el tipo abstrato seuenia de�nido enel ap��tulo 4.La funi�on SORT transforma seuenias en seueniasSORT : Seuenia! SeueniaEs posible representar el problema del ordenamiento mediante una ex-presi�on que de�na el onjunto de soluiones. A esta expresi�on la llamaremosespei�ai�on del problema. En este sentido, los algoritmos de ordenamientohan sido planteados omo una transformai�on de la seuenia a ordenar, x,para obtener una seuenia y, que satisfaga el prediadoy = SORT (x)) perm(x; y) ^ ord(y) (6.1)donde perm(x,y) orresponde al prediado \La seuenia y es una permuta-i�on de la seuenia x" , y ord(y), al prediado \la seuenia y est�a ordenada".El primer prediado podemos araterizarlo por8i 9j ) proyetar(x; i) = proyetar(y; j) (6.2)8i 9j ) proyetar(y; i) = proyetar(x; j) (6.3)79



80 long(x) = long(y) (6.4)Este segundo prediado podemos araterizarlo omo:i � j ) proyetar(y; i) � proyetar(y; j) (6.5)En aso de existir laves repetidas, la expresi�on (6.1) arateriza un on-junto de operadores que veri�an las dos propiedades requeridas, y omooperador no est�a univoamete de�nido. En realidad, arateriza un onjuntode valores: la familia de operadores de lasi�ai�on.Un m�etodo partiular de ordenamiento obtendr�a un valor espe���o den-tro del onjunto solui�on usando un meanismo determinado para obtener elelemento solui�on del problema.6.1.1 Estabilidad de los algoritmos de ordenamientoCuando todas las laves por las que estamos ordenando son diferentes, ual-quier algoritmo de ordenamiento dar�a el mismo resultado. Reordemos quemenionamos resultado y no el osto de alanzar el resultado. No ourre lomismo uando tenemos laves repetidas. Sea las seuenias x y s on lassiguientes propiedades:perm(x; s) y s =< s1; s2; : : : ; s8 >donde s veri�as1 < s2 < s3 = s4 = s5 < s6 < s7 < s8 > (6.6)por lo tanto perm(x; s) ^ ord(s)Esta seuenia es solui�on de ordenar x, pero las seuenias< s1; s2; s5; s4; s3; s6; s7; s8 >< s1; s2; s5; s3; s4; s6; s7; s8 >< s1; s2; s3; s5; s4; s6; s7; s8 >< s1; s2; s4; s3; s5; s6; s7; s8 >< s1; s2; s4; s5; s3; s6; s7; s8 >



Ordenamiento de una Seuenia 81son tambien soluiones de ordenar x.Diremos que un m�etodo de lasi�ai�on es estable uando, para lavesiguales, preserva el orden que tenian los elementos en la seuenia de entrada.El m�etodo ser�a estable si la solui�on es la seuenia de la euai�on 6.6.6.1.2 EjemploSea la seuenia a lasi�ar onformada por elementos que perteneen alproduto artesiano de:Apellido� Cedula�NivelEduaional � ExperieniaLaboraldonde un ejemplo de elemento puede ser:(Perez; V � 3181437; 4; 12)Si desamos visualizar a los empleados ordenados por apellido y en el a-so de igual apellido, ordenados en forma reiente por a~nos de experienialaboral, el algoritmo de visualizai�on pudiera ser ordenar primero por a~nosde experienia y luego por apellido. Si el m�etodo de lasi�ai�on es establehabremos logrado el objetivo. Habiendo ordenado primero por a~nos de Ex-perieniaLaboral y luego por apellido, siendo el algoritmo estable, para todoslos empleados Perez, los ordenar�a respetando el orden que tra��a la seueniaoriginal, es deir en forma reiente de antidad de a~nos de ExperieniaLa-boral. Si tomamos omo seuenia de entrada< s8; s6; s1; s4; s5; s3; s7; s2 >y usando las relaiones de los elementos estableidas en 6.6por lo que s3 = s4 = s5, las �unias seuenias resultados posible on unordenamiento estable ser�an aquellas seuenias que tengan la subseuenia< s4; s5; s3 > lo que equivale a la seuenia:< s1; s2; s4; s5; s3; s6; s7; s8 >Veremos en los m�etodos de ordenamiento que la propiedad de estabilidades una propiedad de la implementai�on de un m�etodo y no del m�etodo en si.



826.2 M�etodos de ordenamiento de SeueniasEn esta sei�on nos ouparemos de uatro m�etodos l�asios para el ordena-miento de seuenias, todos ellos basados en la onstrui�on de la seueniaordenada partiendo de la seuenia va��a y aument�andola hasta que la se-uenia (y) veri�que perm(x; y) ^ ord(y).En la desripi�on de los algoritmos utilizaremos el TAD Seuenia.Si bien en la presentai�on usaremos el TAD seuenia, esta familia dealgoritmos est�a partiularmente adaptada a una implementai�on est�atia deseuenias, en que no requiere mas espaio que el requerido para almaenarla seuenia original.Para todos los m�etodos se iniia el algoritmo on dos seuenias, una deellas desordenada y la otra ordenada, y en ada paso de la transformai�onlo que se logra es aortar la seuenia desordenada y alargar la seueniaordenada hasta lograr que la seuenia desordenada sea va��a y la ordenadasea la solui�on al problema de ordenamiento.B�asiamente, los uatro algoritmos di�eren en la forma en que se eliminaen ada paso un elemento de la seuenia desordenada y �omo se inserta elmismo elemento en la seuenia ordenada. En ada aso, hay un osto aso-iado a la eliminai�on y a la inseri�on. Veremos, en diversas representaiones,que uando se redue uno de ellos se inrementa el otro.
DESORDENADA [1::i℄ ORDENADA[i + 1::n℄

Iniialmente la seuenia ordenada es va��a ( i = n) (ondii�on iniial) yla ondii�on �nal de los algoritmos ser�a que la seuenia desordenada se havaiado ( i = 0) y todos los elementos de la seuenia original han ingresadoen la seuenia ordenada.Un invariante de estos m�etodos es, llamando n a la ardinalidad de laseuenia long(DESORDENADA) + long(ORDENADA) = n (6.7)



Ordenamiento de una Seuenia 836.2.1 por Selei�onEl meanismo para el m�etodo de selei�on es tomar un elemento, eliminarlode la seuenia desordenada e insertarlo en la seuenia ordenada, lograndoas�� aumentar en uno la longitud de la seuenia ordenada. Por lo que de-be repetirse este proeso hasta que no sea posible elegir un elemento de laseuenia desordenada ( ya que esta ser�a va��a). Una forma de failitar lainseri�on, es seleionar el m�aximo de la seuenia desordenada, y se oloaomo primer elemento de la seuenia ordenada (ya que en ada selei�on, elelemento esogido es menor o igual que todos los elementos de la seueniaordenada).funtion Seleion(desordenada,ordenada:Seuenia):Seuenia;beginif esvaia(desordenada) then retornar(ordenada)else return(Seleion(eliminar(desordenada,max(desordenada)),insertar(ordenada,1,proyetar(desordenada,max(desordenada)))))fiend;Para ordenar una seuenia A, se realizar�a una llamada a:x = Seleion(A,vaia)En este algoritmo el operador max toma una seuenia y devuelve la po-sii�on donde se enuentra el elemento m�aximo.Haiendo un an�alisis del algoritmo, vemos que efetivamente el algoritmopresentado es un algoritmo de lasi�ai�on. Requerimos de operadores auxi-liares para el an�alisis. Sea on el operador de onatenai�on de seuenias.La preondii�on del algoritmo es:perm(A; on(desordenada; ordenada)) (6.8)ya que iniialmente, llamandolo onx = Seleion(A; vaia); on(A; vaia) = A



84por lo que el prediado (6.8) se veri�a. Asimismo(6.3) es un invariante delalgoritmo, ya que ada nueva llamada, lo que se ha transformado es que unelemento se elimina de la seuenia desordenada y se inluye en la seuen-ia ordenada, por lo que la onatenai�on de ambas seuenia sigue siendouna permutai�on de la seuenia original. Para asegurar que el algoritmoordena efetivamente la seuenia deberemos demostrar que ord(ordenada)es verdadero.Para todo par i,j ��ndies v�alidos para las seueniasproyetar(desordenada; i) � max(desordenada)proyetar(desordenada; i) � proyetar(ordenada; j)max(desordenada) � proyetar(ordenada; j)Usando la propiedad de ord dada en (6.5) tendremosmax(desordenada) � proyetar(ordenada; j)y luego de insertar elmax(desordenada) en la primera posii�on de ordenadaresultara:max(desordenada) � proyetar(insertar(ordenada; 1; max(desordenada)); j)por lo la nueva ordenada veri�a la propiedad (6.5).En ada momento de la reursi�on, la onatenai�on del primer par�ametroy el segundo orresponden a una permutai�on de la seuenia iniial de en-trada, ya que que el elemento que es eliminado de la primera es insertado enla segunda. Por lo que se veri�aperm(A; on(desordenada; ordenada))on se re�ere al operador de onatenai�on de seuenias.Finalmente, dado que desordenada es va��a tenemos que el resultado veri-�a el prediado anterior y dada la onstrui�on de ordenada tambi�en veri�ael prediado ord(ordenada).



Ordenamiento de una Seuenia 85EstabilidadComo hemos diho en 6.1.1, la estabilidad del algoritmo de ordenamientoreside en preservar el orden relativo que tenian los elementos en la seueniade entrada:Si x =< x1; x2; : : : ; xn > y perm(x; s) ^ ord(s)(a) s1 � s2 � s3 � � � � � sn(b) si = si+1 � � � = sj() Si si = xksi+1 = xr k < rsi+2 = xl r < l...sj = xu siendo u = maxtfxk = xtgEn el algoritmo de selei�on, el elemento seleionado es el max(desordenada),por lo que para lograr que el algoritmo sea estable requerimos que se extrai-ga omo max, el elemento de desordenada on mayor ��ndie, uando sea elaso de laves repetidas. Bastar��a on reorrer desde el prinipio la seueniadesordenada y ambiando la elei�on del m�aximo siempre que el nuevo ele-mento fuera mayor o igual que el m�aximo ya previamente seleionado. Otroenfoque puede lograrse reorriendo la seuenia desordenada desde el �ultimoelemento hasta el primero.6.2.2 Ordenamiento por Inseri�onEl meanismo para el m�etodo de inseri�on es tomar un elemento (en prinipioualquiera), eliminarlo de la seuenia desordenada e insertarlo ordenada-mente en la seuenia ordenada, logrando as�� haer reer en uno la longitudde la seuenia ordenada. Por lo que debe repetirse este proeso hasta que nosea posible elegir un elemento de la seuenia desordenada ( ya que esta ser�ava��a). Para simpli�ar la operai�on de selei�on el elemento que se elige es el�ultimo de la seuenia desordenada. Esta simpli�ai�on es v�alida para el asode la implementai�on de seuenias usando arreglos. Si la implementai�onde seuenias es listas simplemente enlazadas, la operai�on mas eon�omiaes tomar el primero de la lista desordenada.



86funtion Inserion(desordenada,ordenada:Seuenia):Seuenia;beginif esvaia(desordenada) then return(ordenada)else return(Inserion(eliminar(desordenada,long(desordenada)),InsertOrd(ordenada,proyetar(desordenada,long(desordenada)))))fiend;Donde la funi�on InsertOrd inserta en la seuenia (primer argumento)el elemento (segundo argumento) de manera que si la seuenia de entradaestaba ordenada el resultado ser�a una seuenia ordenada, que inluye alelemento insertado.funtion InsertOrd(ordenada:Seuenia,e:Elemento):Seuenia;beginif esvaia(ordenada) thenreturn(insertar(ordenada,1,e))else i:=1;while (i <= long(ordenada)) and(proyetar(ordenada,i) < e) doi := i + 1od; return(insertar(ordenada,i,e))fiendEl while se detiene en un puesto donde hay que insertar el nuevo elemento(aso i <= long(ordenada) y hay alg�un elemento en la seuenia que es mayorque el que se quiere insertar , o on i > long(ordenada) lo que india quetodos los elementos de la seuenia son menores que el elemento a insertar.Es por eso que i india en ada uno de los aso el puesto donde debe insertarse



Ordenamiento de una Seuenia 87el nuevo elemento para que la seuenia resultado este ordenada 1Para ordenar una seuenia A, se realizar�a una llamada a:x = Inserion(A,vaia)Otra versi�on posible para insertar puede ser la de busar el puesto dondedebe ser oloado el elemento mediante b�usqueda binaria y luego insertarlo.Es importante haer resaltar que el esquema de los dos algoritmos pre-sentados es muy similar: en el primero (Selei�on) el trabajo de ada pasoonsiste en reorrer la parte desordenada para obtener el m�aximo de los ele-mentos, mientras que en el segundo el trabajo de ada paso es reorrer laparte ordenada para insertar el nuevo elemento.EstabilidadPor la presentai�on del algoritmo de inseri�on, este es naturalmente estable sien la implementai�on onserva la propiedad que el elemento elegido para in-sertar sea el �ultimo de la seuenia ordenada y que la operai�on insertarOrdinserte adelante del elemento que en el reorrido de izquierda a dereha, nosea menor que el seleionado para insertar. Es de haer notar el meanis-mo sugerido para haer mas eon�omia la selei�on en listas simplementeenlazadas, da omo resultado una implementai�on no estable del algoritmo.Si se utiliza el meanismo de b�usqueda del puesto para insertar medianteb�usqueda binaria, la estabilidad no es inmediata ya que si el elemento est�a yaen la parte ordenada se deber��a busar todos los elementos iguales de maneratal de insertar el nuevo elemento omo primero del onjunto de elementosiguales.6.2.3 BurbujaEl m�etodo de la burbuja hae que la seuenia de entrada sufra transforma-iones de tal forma que los elementos m�as pesados suban aer�andose a suspuestos de�nitivos. Esto se logra haiendo omparaiones de un elemento onsu veino en la seuenia desordenada y en el aso en que no est�en ordenadosse interambian.1Esta presentai�on del algoritmo, si bien es muy ompata requiere elementos del len-guaje de programai�on en que sea implementada: que las expresiones booleanas no eval�uentodos sus argumentos uando el resultado parial permita saber el valor de la expresi�on.En el aso que nos oupa si i > long(ordenada) proyetar no est�a de�nida



88funtion Burbuja(desordenada,ordenada:Seuenia):Seuenia;beginif esvaia(desordenada) thenreturn(ordenada)else return(Burbuja(eliminar(Interambio(desordenada),long(Interambio(desordenada))),insertar(ordenada,1,proyetar(Interambio(desordenada),long(desordenada))))))fiend;Y la funi�on Interambio, se de�ne omo sigue:funtion Interambio(s: Seuenia): Seuenia;beginif (long(s) > 1) thenif (proyetar(s,1) > proyetar(s,2)) thenreturn(insertar(Interambio(eliminar(s,2)),1,proyetar(s,2)))elsereturn(insertar(Interambio(eliminar(s,1)),1, proyetar(s,1)))fielsereturn(s)fiend;N�otese que en una implementai�on usando arreglos, la eliminai�on del�ultimo elemento en la primera seuenia y la inseri�on en la segunda setraduir��an en ambiar la frontera entre ambas.Una propiedad que puede tomarse omo post-ondii�on de la invoai�ony:=Interambio(s) es que1 � j � long(y) proyetar(y; j) � proyetar(y; long(y)) (6.9)Explotando esta propiedad es podemos aseverar que



Ordenamiento de una Seuenia 898 (j; k) proyetar(desordenada; j) � proyetar(ordenada; k) (6.10)y debido a la forma de haer reer desordenada tenemos que otro inva-riante es ord(ordenada) (6.11)Con lo anterior demostramos que onstruimos usando el m�etodo de laburbuja la seuenia ordenada.Puede reonoerse nuevamente en este algoritmo, la partii�on de la se-uenia en dos subseuenias, la de la izquierda desordenada y la de la derehaordenada. DESORDENADA [1..i+1℄ ORDENADA[i+2..n℄EstabilidadSi la implementai�on del algoritmo de la burbuja toma en uenta no inter-ambiar elementos iguales, el m�aximo elemento de la seuenia desordenadaoupar�a la �ultima posii�on de la seuenia desordenada. Asimismo, si estevalor esta dupliado, estos valores estar�an en las posiiones anteriores on-servando el orden relativo que ten�ian en la entrada.6.2.4 HeapSortEste m�etodo de ordenamiento usa el mismo prinipio de omenzar on unaseuenia va��a que va reiendo hasta tener todos los elementos de la seuen-ia iniial, difereni�andose de los m�etodos anteriores en que no se iniia elproeso de reimiento de la seuenia ordenada a partir de una seuenia de-sordenada ualquiera sino de una semi-ordenada: un heap, lo ual onstituyeuna pre-ondii�on para la funi�on MetodoHeap.De�nii�on: Un heap es una seuenia < h1; h2; :::; hn >, que umple lasiguiente propiedad:8i 1 � i < n=2 (hi � h2i ^ hi � h2i+1)



90 Un ejemplo de heap de 9 elementos ( este aso ser�a 4 < n=2):a =< 3; 5; 7; 9; 11; 14; 8; 10; 10 >ya que para todo ��ndie entre 1; : : : ; 4:a1 � a2 y a1 � a3a2 � a4 y a2 � a5a3 � a6 y a3 � a7a4 � a8 y a4 � a9Que una seuenia tenga una organizai�on de heap no signi�a que es-te ordenada, pero por las propiedades de heap, el primer elemento de laseuenia es el min(a).En general, un heap orresponde a un �arbol parialmente ordenado porlo que el primer elemento suele llamarse ra��z del heap. Estos objetos losestudiaremos en el ap��tulo 8funtion MetodoHeap(heap,ordenada:Seuenia):Seuenia;beginif esvaia(heap) then return(ordenada)elsereturn(MetodoHeap(heapify(saar(heap)),insertar(ordenada,long(ordenada)+ 1,proyetar(heap,1)))fiend;La funi�on saar devuelve una seuenia donde se ha reemplazado elprimer elemento del heap por el elemento que oupaba la �ultima posii�on.N�otese que la seuenia desordenada deree al apliarsele esta operai�on.funtion saar(s: Seuenia): Seuenia;var s': Seuenia; l': Natural;begins' := eliminar(s,1);l' := long(s');



Ordenamiento de una Seuenia 91return(insertar(eliminar(s',l'),1,proyetar(s',l')))end;N�otese que la seuenia resultante podr��a no ser un heap. La funi�onheapify devuelve un heap onstruido a partir de la seuenia resultante dela funi�on saar.El algoritmo de ordenamiento de una seuenia onsistir�a en transfor-mar la seuenia desordenada en un heap y luego utilizar MetodoHeap paraompletar el ordenamiento.funtion HeapSort(desordenada:Seuenia):Seuenia;beginreturn(MetodoHeap(HaerHeap(desordenada),vaia)))end;Donde HaerHeap reibe una seuenia y devuelve una seuenia queveri�a las propiedades de un heap, dejando en el primer elemento de laseuenia el m��nimo del onjunto.EstabilidadEl m�etodo es inestable. Esta propiedad lo hae �util solamente uando se est�aordenando una sola vez una seuenia.6.3 An�alisis de los algoritmos presentados6.3.1 An�alisis de los M�etodos de Ordenamiento sinPreondiionamientoEn los dos primeros algoritmos (Inseri�on y Selei�on), el esquema de solui�ones id�entio: se hequea la ondii�on de parada, y si no se umple, se haehae una llamada reursiva, modi�ando las dos seuenias de entrada, omose ve en los siguientes trozos de �odigo:Seleion(eliminar(desordenada,max(desordenada)),insertar(ordenada,1,proyetar(desordenada,max(desordenada))))



92Inserion(eliminar(desordenada,long(desordenada)),InsertOrd(ordenada,proyetar(desordenada,long(desordenada))))onsiderando que el m�aximo se obtiene una sola vez, la omplejidad delalgoritmo Seleion, Ts(n), estar�a dada por la evaluai�on de los argumentosy el osto de la llamada reursiva:Ts(n) = 8><>:  si n = 0Te(n) + Tm(n) + Ti(N � n; 1) + Tp(n) + Ts(n� 1) si n > 0donde Te(n), Tm(n), y Tp(n) orresponden a las funiones de omplejidadde las funiones eliminar, max, y proyetar, respetivamente. Ti(N �n; 1), orresponde a la omplejidad de la funi�on insertar, espe���amenteen la primera posii�on de una seuenia. n es el tama~no de la seueniadesordenada en una instania ualquiera de Seleion y N es el tama~no della seuenia desordenada en la primera instania.Resolviendo Ts(n) para n > 0 queda:Ts(n) = Te(n) + Tm(n) + Ti(N � n; 1) + Tp(n) + Ts(n� 1)= Te(n) + Tm(n) + Ti(N � n; 1) + Tp(n) + Te(n� 1)+Tm(n� 1) + Ti(N � n + 1; 1) + Tp(n� 1) + Ts(n� 2)... = Pi�1j=0 Te(n� j) +Pi�1j=0 Tm(n� j) +Pi�1j=0 Ti(N � n + j; 1)+Pi�1j=0 Tp(n� j) + Ts(n� i)...Ts(n) = Pn�1j=0 Te(n� j) +Pn�1j=0 Tm(n� j) +Pn�1j=0 Ti(N � n+ j; 1)+Pn�1j=0 Tp(n� j) + Para alular el orden de Ts(n) debemos haer el an�alisis bajo dos presu-posiiones:



Ordenamiento de una Seuenia 93(A) La seuenia est�a representada est�atiamente. Esto implia que Te(n),Tm(n) y Ti(n; 1) son O(n), mientras que Tp(n) es O(1). Por lo tanto,nos queda:Ts(n) = O(Pn�1j=0 (n� j) +Pn�1j=0 +(n� j)Pn�1j=0 (N � n + j)+Pn�1j=0 1 + 1)= O(2Pn�1j=0 (n� j) +Nn� n2 + 1=2(n2 � n) + n + 1)= O(2n2 � n2 + n+Nn� n2 + 1=2(n2 � n) + n+ 1)= O(n2=2 +Nn + 3=2n+ 1)Reordemos que el tama~no de la seuenia a ordenar n, en la llamadaoriginal es igual a N , por lo tanto, reemplazando en Ts(n) nos queda:Ts(N) = O(3=2N2 + 3=2N + 1) = O(N2)(B) La seuenia est�a representada din�amiamente. En este aso, Te(n),Tm(n) y Tp(n) son O(n), mientras que Ti(n; 1) es O(1).Para alular el Ts(n), se proede de manera an�aloga al aso anterior.Como puede verse el m�etodo resulta de orden uadr�atio. En el aso deInserion se puede reduir un poo el tiempo de ejeui�on del algoritmohaiendo la inseri�on mediante b�usqueda binaria, sin embargo no se ambiael orden del m�etodo.Partiendo de la misma desripi�on de los algoritmos, vemos que el al-goritmo Seleion se llama reursivamente tantas vees omo la longitudde la seuenia original (N) y en ada llamada la longitud de la seueniaordenada la llamaremos i y por lo tanto la seuenia desordenada tendr�a unalongitud de N � i. En el uerpo del algoritmo se realizan las operaiones:� 2 vees la operai�on de max(desordenada)� la operai�on eliminar(desordenada,k) donde k es la posii�on delm�aximo elemento de desordenada� la operai�on insertar(ordenada,1, proyetar(desordenada, k))



94 Usando los operadores de seuenia, la seuenia desordenada perder��a unelemento en el proyetar, siendo esa operai�on en una representai�on est�atiade O(i) y la operai�on de insertar O(N � i), dando omo resultado un ostode O(N). Usando un operador adiional al TDA seuenia de SWAP, siendoeste operadorTAD Seueniaonswap[Elemento℄Sintaxisvaia : ) Seueniaesvaia : Seuenia ) Booleaninsertar : Seuenia�Natural � Elemento ) Seueniaeliminar : Seuenia�Natural ) Seueniaproyetar : Seuenia�Natural ) Elementoesta : Seuenia� Elemento ) Booleanlong : Seuenia ) NaturalMAX : Seuenia�Natural �Natural ) NaturalSWAP : Seuenia�Natural �Natural ) SeueniaSem�antia8s 2 Seuenia; p; p1; P 2 NaturalP 6= p;P 6= p1; e; e1 2 Elemento;1. si proyetar(s; p) = e y proyetar(s; p1) = e1proyetar(SWAP (s; p; p1); p) = e1proyetar(SWAP (s; p; p1); p1) = eproyetar(SWAP (s; p; p1); P ) = proyetar(s; P )2. proyetar(s; p) � proyetar(s;MAX(s; 1; long(s)))Podemos transformar el algoritmo:funtion Seleion(desordenada,ordenada:Seuenia):Seuenia;beginif esvaia(desordenada) then retornar(ordenada)else return(Seleion(eliminar(desordenada,max(desordenada)),insertar(ordenada,1,proyetar(desordenada,



Ordenamiento de una Seuenia 95max(desordenada)))))fiend;en el algoritmo que almaena en una seuenia de longitud N el par deseuenias (ordenada y desordenada), y reibiendo omo par�ametros la se-uenia y el entero que india el �ultimo elemento de la seuenia desordenada,sobreentendiendo que la seuenia ordenada se iniia en la siguiente posii�on.funtion Seleion(s:Seuenia,i:Natural):Seuenia;beginif esvaia(desordenada) then retornar(ordenada)if i = 0 then return(s)else begin k:= MAX(desordenada,1,i);retornar(Seleion( SWAP(s,k,i),i-1))endfiend;haiendo el an�alisis de esta versi�on, llamando Tw al tiempo de SWAP ( quees onstante) y Tm(k) al tiempo requerido para alular el m�aximo en unaseuenia de k elementos:Ts(n) = Tw + Tm(n) + Ts(n� 1)...Ts(n) = Pn�1j=0 Tw +Pn�1j=0 Tm(n� j)Ts(n) = Pn�1j=0 Tw +Pn�1j=0 (n� j)...Ts(n) = n � Tw + n�(n+1)2La omplejidad enontrada es nuevamente uadr�atia, sin embargo lasonstantes son muho menores que en los an�alisis preedentes. Esta versi�ondel algoritmo explota la propiedad de los arreglos de poder interambiar el�ultimo elemento de desordenada on su m�aximo, alargando as�� la longitudde la parte ordenada.Se deja al letor omo ejeriio el �alulo del T (n) para los m�etodos deinseri�on y burbuja.



966.3.2 An�alisis del HeapSortEl an�alisis de este m�etodo lo haremos bajo la suposii�on de que las seueniasse representan est�atiamente. La funi�on HaerHeap onstruye el heap apartir de la seuenia desordenada. El osto asoiado a la misma es O(n),siendo n la longitud de la seuenia desordenada. Falta ver el osto asoiadoa la funi�on MetodoHeap para apliar la regla de la suma y obtener el ordendel HeapSort.MetodoHeap(heap,ordenada:Seuenia):Seuenia;beginsi esvaia(heap) entones return(heap)sinoreturn(MetodoHeap(heapify(saar(heap)),insertar(ordenada,1,proyetar(heap,1)))end;se reemplazo long(ordenada) por 1Si reonoemos que utilizando representai�on est�atia, para obtener losnuevos argumentos para la reursi�on basta on dividir el arreglo en dos partes:la parte izquierda orreponder�a a la seuenia desordenada (heap) y la partedereha a seuenia ordenada.HEAP [1..i+1℄ ORDENADA[i+2..n℄La funi�on saar onsistir��a en interambiar el primero y el �ultimo ele-mento del heap, 1 y i+1, respetivamente, y en ese aso todo el trabajo sereduir��a a rear el heap iniial y a llevar a su posii�on (heapify) el elemen-to mal ubiado en la ra��z del heap. El proeso heapify uesta O(log(n)).N�otese que tal omo se desribi�o el proeso saar arriba, se obtiene una se-uenia ordenada dereientemente, pero se preserva O(1) en la inseri�on delelemento seleionado en la seuenia ordenada. Para obtener una seueniaordenada asendentemente se trabaja on un max-heap donde se pide:81 � i < n=2 (hi � h2i ^ hi � h2i+1)Como se haen n inseriones y estas se realizan en O(log(n)) la omplejidadde MetodoHeap resulta O(n log(n)). Apliando la regla de la suma, nos quedaque el orden de HeapSort es O(nlog(n)).



Ordenamiento de una Seuenia 976.4 Otros algoritmos de ordenamientoExiste una variedad de enfoques adiionales para ordenar una seuenia. Lostrabajados en las seiones anteriores est�an partiularmente adaptados pa-ra ordenar una seuenia que se almaena en su totalidad en la memoriaprinipal del omputador. Otros algoritmos pueden adaptarse failmente alos asos en que la memoria prinipal es insu�iente para almaenar todala seuenia. Menionaremos dos m�etodos, uno partiularmente adaptadoa memoria seundaria que reibe el nombre de Merge Sort y el segundollamado Quik Sort que se arateriza generalmente en tener un buen om-portamiento en tiempo de ejeui�on, pero posee el inonveniente que paraiertas seuenias su omportamiento puede deaer sensiblemente.6.4.1 Merge SortEl esquema de este m�etodo de ordenamiento se basa en el enfoque de "Dividey reinar�as".Si llamamos MERGESORT al operador que toma una seuenia y de-vuelve la seuenia ordenada deber�a este operador veri�ar las ondiionesdadas en 6.1.Usaremos dos operadores auxiliares que llamaremos SPLIT y MERGEon la siguiente �rma:SPLIT : Seuenia ) (Seuenia; Seuenia)MERGE : (Seuenia; Seuenia) ) SeueniaSem�antia8s 2 Seuenia; (p; p1) 2 Seuenia� Seuenia; e 2 Elementoi 2 Natural1. SPLIT (s) = (p; p1)!long(p) aproximadamente igual a long(p1) ^perm(pkp1; s) = true2. MERGE(p; p1) = s!ORD(p) = true ^ ORD(p1) = true ^ ORD(s) = true^ perm(pkp1; s) = trueAhora estamos en ondiiones de desribir la sem�antia deMERGESORT :MERGESORT (vaia) = vaia



98MERGESORT (s) =MERGE(MERGESORT(�1(SPLIT (s));MERGESORT(�2(SPLIT (s)))Usando las propiedades de los operadoresMERGE, SPLIT dados en 1 y2 podemos veri�ar que el operador MERGESORT veri�a las ondiionesrequeridas en 6.1 para que un m�etodo sea de ordenamiento. El operador deMERGE puede ser implementado en O(n), el operador de SPLIT en O(n),por lo que resulta que el algoritmo de MERGESORT es de O(n log(n)).6.4.2 Quik sortEste algoritmo es muy similar a MERGESORT , s�olo di�ere en el opera-dor de separai�on de la seuenia, que se realiza mediante la elei�on de unelemento (que puede o no ser un elemento de la seuenia),que se denominapivote y uyo valor debe ser pr�oximo a la mediana de la seuenia, de maneratal que la seuenia sea dividida en dos subseuenias de aproximadamentela misma longitud. El operador de separai�on SPLIT11. SPLIT1(s; e) = (p; p1)!proyetar(p; i) � e ^ proyetar(p1; i) > e ^perm(pkp1; s) = trueAhora estamos en ondiiones de desribir la sem�antia deQUICKSORT :QUICKSORT (s) =QUICKSORT(�1(SPLIT1(s; e))kQUICKSORT(�2(SPLIT1(s; e))Si observamos la euai�on 6.4.2 que omo SPLIT1 es un operador quehae que la primera seuenia del resultado tiene elementos menores o igualesal pivote y los de la segunda seuenia son mayores que el pivote, nos bastaonatenar las seuenias resultantes de las llamadas al QUICKSORT paratener una seuenia ordenada.El valor de e utilizado para la realizai�on del operador SPLIT1 es r��tiopara asegurar el orden del algoritmo. En partiular, si se logra en adauso del operador SPLIT1 una buena elei�on del elemento que divide a lasseuenias (por ejemplo, divide la seuenia en dos seuenias de aproximada-mente la misma longitud) el algoritmo de QUICKSORT es de O(n log(n)).Sin embargo si e es un elemento que hae que long(�2(SPLIT (s; e)) =0, la expresi�on en 6.4.2 es una omputai�on in�nita. En el aso en quelong(�1(SPLIT (s; e)) = 1 el algoritmo de MERGESORT ser�a de O(n2).Existen varias t�enias seguras ( en el sentido de apartarnos de un aso de-generado o del aso de orden O(n2)) de elei�on del pivote. Si se onoe una



Ordenamiento de una Seuenia 99distribui�on de las laves a ordenar puede haerse una buena aproximai�ona la mediana. Otra forma es tomar el promedio entre dos valores de la se-uenia. En todo aso el osto asoiado a la elei�on del pivote debe ser deO(1), ya que si se invirtiera mayor trabajo en la elei�on el m�etodo dejar��ade ser O(n log(n)).6.5 Resumen del ap��tulo 6En este ap��tulo se revisaron algunos m�etodos de ordenamiento, b�asiamentelos llamados m�etodos de ordenamiento interno, sin y on preondiionamien-to, haiendo el an�alisis de su omplejidad. Asimismo se revisa la propiedadde estabilidad que asegura la posibilidad de realizar ordenamientos suesi-vos, sobre diferentes laves, logrando ordenar un onjunto de elementos portuplas de laves.Haiendo una reapitulai�on de los m�etodos vistos en este ap��tulo, podr��amosllegar a la onlusi�on que el algoritmo de HEAPSORT es el mas e�ien-te, lo ual es erroneo. Existen en la literatura otros algoritmos de ordenO(nlog(n)), tal omo Quiksort que en el aso promedio es O(nlog(n)), sien-do su peor aso O(n2), siendo tambien un m�etodo no estable, el Shellsort onuna omplejidad de O(n1:25). Es importante reordar que en el ap��tulo 1en la sei�on 1.2.2 vimos que ualquiera sea el m�etodo de ordenamiento queutilie omparaiones de laves para ordenar, requerir�a al menos O(nlog(n)).6.6 Ejeriios1. Dada la siguiente de�nii�on del prediado mismo:mismo(x; z) = ( vedadero si long(x) = long(z) ^ 8i9j(xi = zj)falso sinoIndique si la de�nii�on anterior es equivalinte a deir que el prediadodar�a omo resultado verdadero solamente uando los dos argumentossean iguales. Justi�que su respuesta.2. Ordene las siguientes seuenias, utilizando los algoritmos estudiadosen este ap��tulo:



100 (a) < 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12>(b) < 1; 3; 5; 7; 9; 11; 2; 4; 6; 8; 10; 12>() < 12; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11>(d) < 12; 11; 10; 9; 8; 7; 6; 5; 4; 3; 2; 1>(e) < 1; 12; 11; 10; 9; 8; 7; 6; 5; 4; 3; 2>(i) Analie el n�umero de omparaiones y de interambios obtenidoson ada algoritmo.(ii) Elabore las gr�a�as de rendimiento de ada una de las seueniasseg�un el algoritmo ejeutado (n�umero de omparaiones vs n�umerode elementos en la seuenia).3. Considere los siguientes patrones de la seuenia:s =< s1 s2 � � � sn >donde n es par:(a) s2 < s3 < � � � < sn�1;s1 > sn�1; sn < s2(b) s1 < s3 < � � � < sn�1;s2 > s4 > � � � > sn() s1 < s3 < s4 < � � � < sn�2;sn�1 > sn;sn�1 < s1;s2 > sn�2Para ada patr�on, determinar el n�umero de movimientos y de ompa-raiones si la seuenia s se ordena on los m�etodos presentados en esteap��tulo.4. Considere la siguiente seuenia:s =< s1; s2; : : : ; sn >donde(a) s1 < s2 < � � � < s(n=2)�1



Ordenamiento de una Seuenia 101(b) s(n=2)+2 < s(n=2)+3 < � � � < sn() sn=2 < s1(d) sn < s(n=2)+1Determinar el n�umero de movimientos y de omparaiones si la seuen-ia s se ordena on los m�etodos presentados en este ap��tulo.5. Considere la siguiente seuenia:s =< s1; s2; : : : ; sn >donde(a) s1 < s3 < s5 � � � es una subseuenia de s estritamente dereien-te.(b) s2 > s4 > s6 > � � � es una subseuenia de s estritamente re-iente.Determinar el n�umero de movimientos y de omparaiones si la seuen-ia s se ordena on los m�etodos presentados en este ap��tulo.6. El Club de Gimnasia de la USB, ha extendido el horario de las lasesde Aerobis que ofree ada trimestre, por lo que la demanda de dihaslases ha aumentado. Para reforzar este aumento, el Club ha readoun Plan de Oferta que onsiste en haer un desuento del 20% a aque-llas personas que se insriban por un per��odo de un a~no para tomardihas lases. Las insripiones normalmente se realizan a prinipiosde trimestre, aunque hay oportunidad de insribirse en el transursodel mismo.El Club de Gimnasia desea tener un peque~no sistema que le permita ve-ri�ar autom�atiamente los datos de las personas insritas y ontrolarel n�umero de personas por lase. El onjunto de personas insritashasta una ierta feha se mantendr�an en orden reiente, por n�umerode arnet, en una seuenia. Los datos de las personas que se insribana \destiempo" (en el transurso del trimestre) se mantendr�an por ordende insripi�on en otra seuenia. Al �nal de ada trimestre hay que unirambos vetores, y eliminar del onjunto de personas insritas a aquellasa las que se les haya venido su per��odo. Se desea que usted elija, delos algoritmos onsiderados en el poblema anterior, aquel que resultem�as e�iente para esta operai�on. Justi�que su elei�on.



1027. Suponga que las laves que se utilizan para el ordenamiento de unaseuenia poseen la arater��stia que omparar dos laves tiene unosto muy superior al de una omparai�on de enteros.i) En la versi�on del m�etodo de inseri�on haga una modi�ai�on quereduza, para el aso promedio, el n�umero de omparaiones delaves neesarias para lograr el ordenamiento de la seuenia.ii) Enuentre una seuenia de entrada que usando la versi�on modi-�ada del algoritmo requiera mayor n�umero de omparaiones delaves que uando es lasi�ada on la versi�on original.iii) Muestre que si se trata de implementar el m�etodo deQUICKSORTalulando en ada paso la elei�on del pivote omo la medianadel onjunto, el m�etodo ya no es de orden O(n log(n)).8. Muestre que si se trata de implementar el m�etodo de QUICKSORTalulando en ada paso la elei�on del pivote omo la mediana delonjunto, el m�etodo ya no es de orden O(n log(n)).6.7 Bibliograf��a1. AHO, Alfred, HOPCROFT,John & ULLMAN, Je�rey. \Data Stru-tures and Algorithms". Addison Wesley Series in Computer Siene.1985.2. BAASE, Sara. \Computer Algorithms. Introdution to Design andAnalysis". Addison Wesley Series in Computer Siene. 1978.3. BINSTOCK,Andrew & REX, John. \Pratial Algorithms for Pro-grammers". Addison Wesley Series in Computer Siene. 1995.4. CLARK, K.L. & DARLINGTON,J.\Algorithm Clasi�ation throughSynthesis". The Computer Journal. Vol. 23. No. 1. 1980.5. GONNET, G.H. & BAEZA-YATES, R. \Handbook of Algorithms andData Strutures in Pasal and C". 2ndEd. Addison Wesley Series inComputer Siene, 1.991.6. KNUTH, D. \The Art of Computer Programming, Vol. 3: Sorting andSearhing". Addison Wesley Series in Computer Siene, 1.973.
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Cap��tulo 7TAD Diionario
7.1 Maro ConeptualConsideremos el diionario de la Real Aademia de la Lengua Espa~nola yllam�emosle C; peri�odiamente esta institui�on inorpora nuevas palabras aC. Tambi�en hay palabras que aen en desuso y son entones desinorpora-das de C.Sin embargo, la mayor utilidad de C y en general del diionario de ual-quier idioma onsiste en que mantiene la relai�on existente entre las palabrasy el signi�ado de ada una de ellas, debido a esto, la operai�on que se realizaon m�as freuenia sobre un diionario es la reuperai�on del signi�adode una palabra. Evidentemente, para poder haer esto �ultimo es neesariosaber u�al es la palabra a la que se le va a busar el signi�ado.Si imaginamos una p�agina de C vemos que las palabras se listan en ordenlexiogr�a�o y justi�adas a la izquierda. A dereha de ada una de ellasenontramos p�arrafos donde se dan las diferentes aepiones que puede te-ner. Si onsideramos estos p�arrafos omo el signi�ado de ada palabra,podemos imaginarnos a C omo una olei�on de pares ordenados de la forma:(palabra; onjuntodesignifiado)on la arater�istia de que los pares no se repiten y si onsideramos laprimera proyei�on de un par, palabra, �esta no ourre en ning�un otro omoprimera proyei�on porque s�olo tiene un signi�ado (reordemos que todaslas aepiones de una palabra onstituyen su signi�ado). Esta propiedad de105



106los pares de la relai�on nos die que m�as que una relai�on, C es una funi�on.1Ahora bien, as�� omo hemos hablado del diionario de un idioma, omo unobjeto donde la operai�on fundamental es la reuperai�on de informai�on, po-demos extender esta noi�on a dominios diferentes al dominio de las palabray sus signi�ados. Podemos hablar entones de diionarios de estudiantesde la USB, de empleados de una empresa, de veh��ulos registrados en un es-tado, de ursos de una arrera, personas de un pa��s, et. En ada uno de losejemplos antes menionados observamos el heho de que estamos hablandode onjuntos, por lo tanto, no existen elementos repetidos. Consideremos eldiionario de estudiantes de la USB, llam�emosle EUSB, y supongamos quelas oordinaiones de las diferentes arreras realizan anualmente un proeso(omputarizado) que determina para ada estudiante un plan para �nalizarla arrera lo antes posible y lo envia a la direi�on de habitai�on de adaestudiante. Para realizar el menionado proeso, es neesario reuperar paraada estudiante, a partir del arnet, toda la informai�on neesaria: ursosaprobados, arrera a la que perteneen y direi�on de habitai�on. Si utili-zamos nuestro esquema de pares para los elementos de un diionario, EUSBpuede visualizarse omo sigue:(arnet1; datos1)(arnet2; datos2)(arnet3; datos3)...(arnetN ; datosN)La arater��stia que queremos resaltar y que antes no vimos en C es elheho de que los elementos del dominio de EUSB forman parte de los elementosdel rango, ya que al igual que el nombre, el apellido, la direi�on, et. el arnetes un dato m�as de un estudiante; en general el rango de un diionario es de untipo ompuesto, por ejemplo, en la informai�on de una persona se enuentrasu �edula de identidad, nombre, apellido, et.; en la de un autom�ovil seenuentra su n�umero de matr��ula, olor, modelo, et.1Una funi�on f : A ! B es una relai�on binaria, Rf , de A en B tal que para todoa 2 A existe un �unio b 2 B para el ual (a; b) 2 Rf . Si existe un elemento en A que noest�a relaionado on ning�un elemento de B, entones f es una funi�on parial.



TAD Diionario 107Ahora bien, los elementos del dominio de un diionario no se esogen alazar entre los tipos que omponen el tipo del rango, sino que se esoge entrelos que tengan la propiedad de que identi�a un��voamente un elemento, loual omo ya hemos visto, ourre on el arnet de los estudiantes, la �edulade identidad de las personas, los n�umeros de matr��ula de los veh��ulos,et. Usualmente los elementos del dominio de un diionario se denominanlaves. El tipo del dominio de un diionario lo llamaremos tipo lave y aldel rango tipo elemento.En resumen, un diionario es una olei�on de pares ordenados D quesatisfaen la propiedad de ser una funi�on,D : T ipoClave) T ipoElementodonde la operaiones de insertar nuevos items y reuperar informai�on, pue-den interpretarse omo de�nir y apliar la funion D, respetivamente. Eloperador eliminar hae inde�nida la funi�on D para un punto del dominioTipoClave.En base a la sem�antia intuitiva de los operadores, dada arriba, diremosque el TAD Diionario puede araterizarse omo una extensi�on del TADFunion2 on el operador de restrii�on del dominio de la funi�on en un punto;se deja al letor omo ejeriio la extensi�on de este TAD.7.2 Espei�ai�on del TAD DiionarioLa espei�ai�on del TAD Diionario es la siguiente:TDA Diionario = Funion[T ipoClave; T ipoElemento℄Sintaxisvaio : ) Diionarioesvaio : Diionario ) Booleaninsertar : Diionario� T ipoClave�T ipoElemento ) Diionarioeliminar : Diionario� T ipoClave ) Diionarioreuperar : Diionario� T ipoClave ) T ipoElementoSem�antia8d 2 Diionario; e; e1 2 Elemento; e 6=Elemento e1;2Ver la espei�ai�on del TAD Funion[A;B℄ en la sei�on 3.5 del ap��tulo 3



1081. vaio = new2. esvaio(vaio) = true3. esvaio(insertar(d; k; e)) = false4. insertar(d; k; e) = def(d; k; e)5. reuperar(d; k) = apli(d; k)6. eliminar(d; k) = restringir(d; k)Fin-Diionario;37.3 Representai�on Mediante Tablas de HashEn la sei�on anterior, uando hablamos de las operaiones que araterizana los diionarios, dimos par�ametros de freuenia de las mismas que nosonviene analizar para determinar si una representai�on es adeuada o no:� insertar y eliminar son operaiones freuentes.� reuperar es muy freuente.En base a la freuenia de uso de reuperar, se requiere que esta operai�onno se realie por b�usqueda seuenial, atar��amos al tiempo de aeso a serproporional al tama~no del diionario. En el aso de la b�usqueda binaria,se requiere que los elementos est�en ordenados por la lave. En partiular, labase de datos de estudiantes de la USB uenta on m�as de 10000 estudiantes.A ontinuai�on presentamos un esquema de representai�on del TAD Di-ionario onoido omo representai�on mediante tablas de hash4. La ideab�asia es que el onjunto de elementos se partiiona en lases de equivalenia(disjuntas) mediante la apliai�on de una funi�on, denominada funi�on dehash. Por ejemplo, en el aso de C, es posible partiionarlo en lases: la lasede las palabras que empiezan on la letra A, la lase de las que empiezan on3El operador restringir se re�ere al ejeriio propuesto en la sei�on de ejeriios delap��tulo 34Una tradui�on de hash (que no usaremos) ser��a piadillo



TAD Diionario 109la letra B y as�� hasta la letra Z, generando 27 lases. Esto se logra apliandola funi�on H: H(amarillo) = AH(borrar) = B...y as�� suesivamente.En general, supongamos que podemos partiionar los elementos de un di-ionario mediante la relai�on de equivalenia \los elementos on igual imagenbajo la funi�on de hash". Esta relai�on deber�a rear un n�umero de lases deequivalenia menor que el universo potenial; estas lases las numeraremosde 0 a M{1.Para representar un diionario mediante tablas de hash, neesitamosde�nir lo siguiente:� La funi�on de hash (H).Hasta ahora s�olo sabemos que 8e 2 Elemento; 0 � H(lave(e)) �M{1� Representar las lases. Para representar las lases podemos distinguirdos enfoques:{ Hashing Abierto.{ Hashing Cerrado.A ontinuai�on disutiremos ada uno de los enfoques propuestos.7.3.1 Hashing AbiertoEn el esquema de hashing abierto, puede distinguirse laramente el onjuntooiente y las lases; el onjunto oiente se representa mediante un arreglode M omponentes (tantas omo lases de equivalenia de�na la funi�onde hash), donde ada elemento del arreglo se asoia a una lase, y a su vez,ada lase que puede tener varios miembros, se representa mediante ualquierestrutura que sea apaz de almaenar un onjunto.Type RgoClases = 0..M-1;Clase = Conjunto[Elemento℄;TablaDeHash = array[RgoClases℄of Clase;Diionario = TablaDeHash;



110 0 1 2 � � � C0 � � �1 � � �... � � �M-1 � � �Tabla 7.1: AlmaenamientoUna posible implementai�on es un vetor uyos elementos sean vetores,es deir, las lases se implementan omo vetores. Gr�a�amente la estruturaes la que se muestra en la tabla 7.1.Los elementos se asignan en el primer lugar de ada vetor, y si est�aoupado, se reorre el vetor horizontalmente busando una posii�on va��a.Otra implementai�on posible es la que utiliza representai�on din�amia(listas). Es deir, la tabla de hash ser��a un vetor de listas donde ada unade ellas representa una lase.En este �ultimo aso, el meanismo de b�usqueda de una lave e, ser��a el�alulo de H(e), lo que dar��a aeso a la lase en la ual deber��a enontrarseel elemento, y luego se realizar��a un reorrido de la lista hasta enontrar elelemento busado. Debe notarse que en el aso en que la lave busada nose enuentre en el diionario, el osto de la b�usqueda ser�a proporional altama~no de la lase de equivalenia donde hubiera estado la lave busada.Si las lases son peque~nas on respeto al tama~no total del diionario,podemos deir que el tiempo de reuperai�on es asi onstante.Para obtener un buen omportamiento de las operaiones on esta repre-sentai�on es neesario elegir H de forma tal que ada lase de equivaleniatengan m�as o menos el mismo tama~no, es deir que los elementos del diio-nario est�en uniformemente distribu��dos entre las lases. Otra osa deseablees que las lases no sean demasiado grandes. Si las ondiiones anteriores sedan y el diionario tiene N elementos, ada lase tendr�a en promedio N=Melementos y este es el tama~no del onjunto donde se realizar�a la b�usqueda.Este modelo de organizai�on de datos requiere la utilizai�on de listas ypor lo tanto, manejo din�amio de memoria, por lo que hay un inremento enel uso de memoria. Es bueno reordar que el almaenamiento en vetores eslo m�as eon�omio omo forma de guardar informai�on ya que no hae uso de



TAD Diionario 111memoria adiional al requerido para guardar los datos.7.3.2 Hashing CerradoEn este modelo, se almaenan todas las entradas del diionario en un vetor,usando la funi�on de hashing para determinar la posii�on en el vetor dondeuna entrada ser�a oloada. Debido a que las lases de equivalenia de lavesde�nidas por la funi�on no son en general de tama~no unitario, se produir�anolisiones, lo que orresponde a tener varias laves que pretenden oupar lamisma posii�on.Bajo este enfoque, no hay una difereniai�on entre el onjunto oiente ylas lases ya que los elementos del diionario se almaenan dentro del arreglo.Esta representai�on presenta el problema de las olisiones ya que uando doselementos tienen la misma imagen bajo la funi�on de hash, s�olo uno de los dospuede ser almaenado en esa posii�on del arreglo (el primero que enontr�ola posii�on vaia). Para resolver este problema, se de�ne una seuenia defuniones de rehash, mediante las uales se examinan otras posiiones dentrodel arreglo hasta enontrar una que est�e vaia, donde �nalmente se oloa elelemento. Si no se enuentra ninguna posii�on vaia no ser�a posible haer lainseri�on.Type RgoEntradas = 0..K-1; (* K > M *)TablaDeHash = array[RgoEntradas℄of Elemento;Diionario = TablaDeHash;A ontinuai�on presentamos algunos m�etodos para resolver olisiones me-diante rehashing:1. Prueba LinealEste m�etodo de solui�on de olisiones onsiste en tener una funi�on dehash (H0) y si hay olisi�on, intentar en posiiones ontiguas onside-rando el arreglo omo un anillo (la posii�on ontigua a M{1 es 0).H0(e) = H(e)Hi(e) = (H0(e) + i)modM; i > 0 (7.1)



112 0 1 2 3 4 5 6 7 8 911 50 23 15 24 14y2 y1 y3 y4 y5 y6Tabla 7.2: Almaenamiento de valoresEsta funi�on presenta el problema de que no distribuye los elementosuniformemente en la tabla y puede ourrir que parte del arreglo est�eva��a y otra muy llena; sin embargo, el tama~no total del diionario est�alimitado por el tama~no del vetor. Consideremos el siguiente ejemplo:sea D un diionario de a lo sumo 10 elementos, representando me-diante una tabla de hashing errado, uyas laves tienen un m�aximode dos d��gitos deimales, denominados d1 y d0. La funi�on de hashorrespondiente esH0(10d1 + d0) = (d1 + d0)mod 10;y Hi es omo (7.1). Si los elementos se ingresan en el siguiente orden(50; y1); (11; y2); (23; y3); (15; y4); (24; y5); (14; y6)donde yi orresponde a la informai�on asoiada a la lave, el vetorresultante es el que se muestra en la tabla 7.2.Es de haer notar que si bien la lase de equivalenia deH0(14) = H0(23) = H0(50) = 5;es de tama~no 3, la reuperai�on de la lave 14, requiere 5 omparaionesde laves.2. Prueba Cuadr�atiaH0(e) = H(e)Hi(e) = (H0 + i2) mod M, i > 0el vetor resultante es el que se muestra en la tabla 7.3.



TAD Diionario 1130 1 2 3 4 5 6 7 8 924 11 50 23 15 14y5 y2 y1 y3 y4 y6Tabla 7.3: ResultadoNo hay demasiada diferenia entre las tablas usando el hashing lineal ouadr�atio, sin embargo puede notarse, a�un en un ejemplo tan peque~noque en el hashing lineal las lases quedan pegadas entre si mientras queen el hashing uadr�atio hay mayor dispersi�on de laves. Esto hae quelas b�usquedas en ada lase se hagan mas ortas.Una desventaja de esta funi�on de rehash es que no todas las posiionesson revisadas para insertar, por lo tanto podr��a darse el aso de nopoder insertar un elemento aunque hubiera espaio disponible. Unaarater��stia deseable para este tipo de hashing es que el porentajede llenado de la tabla no supere el 50% del total de la misma.7.4 Res�umen del ap��tulo 7Hemos visto un m�etodo de organizar un onjunto de elementos que poseenla arater��stia que el onjunto tiene esaso reimiento, esaso respeto ala freuenia de utilizai�on del operador de reuperai�on o b�usqueda.El esquema presentado en este ap��tulo logra un tiempo onstante (inde-pendiente del tama~no del onjunto) para la operi�on de b�usqueda. Esto espartiularmente promisorio para onjuntos muy grandes. No debemos dejar-nos llevar por el entusiasmo y aeptar que este m�etodo es el mejor ya quepresenta la mas baja omplejidad respeto a los otros m�etodos. Esta orga-nizai�on requiere arater��stias de la laves que nos permitan estableer lafuniones de hashing ( y eventualmente de rehashing) que logren alanzar laomplejidad anuniada para la operai�on de b�usqueda. Otro inonvenientea tener en onsiderai�on al momento de elegir este m�etodo de representa-i�on es el manejo del reimiento del onjunto. En partiular los onjuntosorganizados on este m�etodo en una apliai�on tienen la partiularidad queel omportamiento del operador de b�usqueda puede degradarse on la uti-lizai�on de la apliai�on, prinipalmente debido a ingresos. Es por eso queapliaiones que inluyan datos organizados por hashing deben ser monito-



114reados (administradas) en su omportamiento, veri�ando que las hip�otesissobre los datos se mantienen a pesar de los ingresos, que la bondad de lasfuniones sigue siendo v�alida y eventualmente realizar operaiones de man-tenimiento que pueden pasar por la reorganizai�on de los datos o el ambiode las funiones de hashing (las funiones de rehashing).El el ap��tulo 8 se revisan organizaiones de onjunto que son menossensibles al reimiento (dereimiento) del onjunto sobre el ual se realizala b�usqueda.7.5 Ejeriios1. Calular el n�umero de palabras posibles de no m�as de 14 letras.2. Veri�ar el n�umero de palabras que est�an de�nidas en su diionariofavorito.3. Considere la siguiente representai�on para el TAD Diionario:Type Diionario = array[0..10℄ of Elemento;on la siguiente funi�on de hash: H0(e) = e2 mod 11(a) Construya la tabla de hash abierta para los siguientes elementos:0,6,7,5,8,2,1,4,3(b) Con los mismos elementos de (a), onstruya la tabla de hash e-rrada, onsiderando para el rehashing el m�etodo de prueba lineal.() C�omo se alterar��a (b) si se utiliza para el rehashing el m�etodo deprueba uadr�atia.4. Hasta ahora se ha espei�ado el TAD Diionario omo una espeia-lizai�on del TAD Funion[A;B℄. >Cu�al es la diferenia si se espei�aomo una espeializai�on del TAD Conjunto[Elemento℄?.5. Supongamos que se mantiene el diionario de estudiantes de la USB,representado mediante hashing abierto, donde las laves vienen dadaspor los arnets. Suponga adem�as que 1=3 de los estudiantes est�anursando el ilo b�asio.



TAD Diionario 115(a) De�na una funi�on de hash que agrupe a todos los estudiantes delilo b�asio en la misma lase de equivalenia.(b) De�na una funi�on de hash que distribuya la informai�on de losestudiantes \aleatoriamente" en la tabla de hash que representael diionario.() Compare las funiones de�nidas en (a) y (b).(d) Implemente las funiones de�nidas en (a) y (b) utilizando hashingabierto y hashing errado on prueba lineal.6. Considere los siguientes m�etodos de hashing:(i) M�etodo de la Divisi�on (Hd):Hd se obtiene tomando el resto de dividir la suma de los d��gitosde la lave por M. Es deir, Hd(lave) 2 f0; :::;M � 1g. Es deir:Si lave = dn10n + :::+ d110 + d0 entonesHd(lave) = (Pni=0 di) modM(ii) Midsquare Hashing (Hm):(ii.1) Elevar al uadrado parte de la lave, o la lave ompleta si esposible.(ii.2a) Extraer n d��gitos deimales a partir de la mitad del resultadode (ii.1) para obtener Hm(lave) 2 f0; 1; :::; 10n � 1g.(ii.2b) Extraer n bits a partir de la mitad del resultado de (ii.1) paraobtenerHm(lave) 2 f0; 1; :::; 2n � 1g.(iii) Folding (Hf):Se divide la lave en varias partes que luego se suman para obtenerHf en el rango deseado. Por ejemplo si deseamos Hf de dos d��gitosy la lave tiene siete, haemos lo siguiente:Hf(1761439) = 17 + 61 + 43 + 9 = 30N�otese que el d��gito de 10n, donde n es el n�umero de d��gitos de-seados, se ignora.(a) Implemente los m�etodos de hashing desritos arriba.(b) Compare el resultado de apliar �estos m�etodos a un onjunto delaves dado. Cu�al m�etodo distribuye mejor?



1167. El Sistema naional de Biblioteas (SNB), ha deidido ofreer a sususuarios un nuevo serviio llamado Pr�estamos a Distania, que on-siste en poner a la disposii�on no s�olo los t��tulos que se enuentran enla Bibliotea Central, sino tambi�en los que se enuentran en ada unade las biblioteas adsritas al sistema. Ya han resuelto los problemasde env��o y transporte de libros, pero se han dado uenta que debenorganizar adeuadamente la informai�on. Lo primero que han heho esodi�ar las diferentes biblioteas del pa��s, adsritas o no, as�� omo lost��tulos para identi�arlos univoamente. Con esto podr�an ofreer unat�alogos de biblioteas y de t��tulos, donde se pueden onsultar dihos�odigos.El paso siguiente es la automatizai�on de los proesos de mantenimientoy onsulta de la informai�on, para lo ual el SBN ha soliitado suolaborai�on. La idea es que Ud. les d�e una solui�on desde el punto devista omputaional para:(a) Mantener la informai�on: ingreso y desinorporai�on de t��tulos yejemplares.(b) Consultar si una bibliotea determinada est�a adsrita o no al SBN.() Consultar si un t��tulo est�a disponible o no, para haer la soliitudde pr�estamo.Ud. debe onsiderar la siguiente pol��tia:Es preferible aumentar la antidad de t��tulos en ada bibliotea y res-tringir el n�umero de adsripiones al SBN (presuponiendo que es muyostoso expandir la red de transporte).� Una bibliotea s�olo puede prestar un libro a distania si tiene m�asde un ejemplar del mismo.� Hay M biblioteas adsritas al SBN.� Cada bibliotea tiene a lo sumo N t��tulos diferentes.� M<< N.� Es muy freuente la inorporai�on de nuevos t��tulos en una bi-bliotea, aunque en menor que 1=3 del n�umero de onsultas.� La inorporai�on de biblioteas al SBN es bajo.



TAD Diionario 117(a) Analie la pol��tia dada.(b) Adoptando la pol��tia, suponga que adem�as de onsultar las biblio-teas y los libros por sus �odigos, se desea haer las onsultas pornombres y autores, respetivamente. Proponga una solui�on paraeste problema utilizando tablas de hash. Justi�que on par�ametrosnum�erios y la relai�on entre ellos su solui�on.7.6 Bibliograf��a1. AHO, Alfred, HOPCROFT, John & Ullman,Je�rey. \ Data Struturesand Algorithms". Addison Wesley Series in Computer Siene.19852. BERZTISS, A.T.\Data Strutures. Theory and Pratie".AademiPress.3. CAIRO, O. & GUARDATI, S. \Estruturas de Datos". MGraw-Hill.1.993.4. GONNET,G.H. & BAEZA-YATES, R. \Handbook of Algorithms andData Strutures. In PASCAL and C. 2nd Ed. Addison Wesley.5. WIRTH, Niklaus. \Algorithms+Data Strutures= Programs".PrentieHall.
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Cap��tulo 8�Arboles
8.1 Maro ConeptualAlgunas vees, uando modelamos una situai�on enontramos que la mejormanera de representar la relai�on que existe entre los objetos involuradoses mediante una estrutura jer�arquia, omo vemos en la �gura 8.1. Tales el aso de la relai�on entre las diferentes unidades administrativas, quedesribe una organizai�on tradiional, llamada organigrama. Otro ejemplolo podemos ver en el �arbol geneal�ogio de una persona, que vemos en la �gura8.2 donde A es hijo de B y C, teniendo omo abuelos a D,E,F y G . Asimismopuede servir para organizar los elementos de un onjunto de manera de poderrealizar operaiones sobre el mismo de manera m�as e�iente.Este tipo de estruturas jer�arquias reibe el nombre de �arbol. En el asode un organigrama observamos que en ada nivel del mismo se enuentran,por lo general, m�as de dos unidades administrativas, por lo que se onoeomo �arbol M-ario. El �arbol geneal�ogio, en que ada individuo esta repre-sentado por un elemento del �arbol, relaionandose on su padre y madre esun �arbol binario (2-ario).En los ejemplos menionados arriba notamos que es irrelevante el ordenen el que ourren los objetos de ada nivel, por lo que se onoen omo �arbolesno ordenados.1Formalmente un �arbol M-ario no ordenado podemos modelarlo omo una1Podemos onsiderar a un �arbol omo un onjunto de elementos y una relai�on parti-ular sobre el produto artesiano. 119
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Figura 8.1: Organigramaseuenia heterog�enea 2 de dos elementos. A ontinuai�on daremos una de-�nii�on reursiva.De�nii�on: �Arbol M-ario no ordenado:(i) La seuenia va��a (<>) orresponde al �arbol nulo no ordenado.(ii) Sea e un elemento del dominio y a1; :::; aM �arboles M-arios no orde-nados, entones, la seuenia a =< e; [a1; :::; aM ℄ >, donde [a1; :::; aM ℄denota un multionjunto de �arboles, es un �arbol N-ario no ordenado yse de�nen las siguientes relaiones:{ e es la ra��z de a.{ 8 1 � i �M , ai es un sub�arbol de a.2Heterog�eneas en el sentido de los elementos pueden ser de tipos diferentes.
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Figura 8.2: �arbol geneal�ogio{ 8 1 � i �M e es padre de la ra��z de ai.{ 8 1 � i �M la ra��z de ai es hijo (suesor) de e.(iii) S�olo son �arboles no ordenados los objetos generados a partir de (i) yde (ii).En la de�nii�on anterior notamos que los suesores est�an organizadosomo un multionjunto. Sin embargo, si onsideramos el �arbol asoiado auna expresi�on algebraia en la que ada nodo on hijos es el padre de susoperandos (sean �arboles o variables simples), nos damos uenta de que en eseaso es importante el orden en que se oloan los argumentos ya que paralos operadores no onmutativos es importante distinguir ual es el primeroperando y ual es el segundo. Otro ejemplo de esto es el �arbol asoiadoa una instrui�on ondiional if(b; s1; s2). Si onsideramos s1 y s2 omoexpresiones algebraias y b omo una expresi�on booleana, el operador ifpuede onsiderarse omo un operador ternario, siendo s1 el resultado en elaso en que la expresi�on b resulte verdadera y s2 en el aso ontrario. Estetipo de �arboles se denominan �arboles ordenados. Para los �arboles ordenados



122es onveniente organizar a los suesores omo una seuenia, debido a que enellas es importante la posii�on en que los elementos ourren. En el aso delif ser��a: < if;< b; s1; s2 >>, on lo ual tenemos la siguiente de�nii�on:De�nii�on: �Arbol M-ario ordenado:(i) La seuenia va��a (<>) orresponde al �arbol ordenado nulo.(ii) Sea e un elemento del dominio y a1; :::; aM �arboles M-arios ordenados,entones, la seuenia a =< e;< a1; :::; aM >> es un �arbol M-arioordenado y se de�nen las mismas relaiones de la de�nii�on anterior.(iii) S�olo son �arboles ordenados los objetos generados a partir de (i) y de(ii).En este ap��tulo s�olo nos ouparemos de los �arboles ordenados, por lo ualutilizaremos el modelo donde los suesores est�an representados mediante unaseuenia.8.2 Espei�ai�on del TAD Arbol (�Arboles Or-denados)Para de�nir el TAD Arbol requerimos adem�as del TAD Seuenia visto enel ap��tulo 4, el TAD SeHet uyos valores son seuenias heterog�eneas.ESPSeHet es igual a ESPSeuenia modi�ando el onjunto de dominios Da la uni�on de todos los dominios que intervienen. En el aso de los �arboleslos dominios de ESPSeHet ser�an seuenias formadas por elementos y se-uenias de �arboles.En el resto de este ap��tulo utilizaremos opH para denotar los operadores delTAD SeHet.Como los �arboles son una espeializai�on de las seuenias heterogeneas,usaremos para de�nir los operadores, los operadores de las seuenias hete-rogeneas.8.2.1 �Arboles OrdenadosTAD Arbol < SeHet[Elemento; Seuenia[Arbol℄℄D = fArbol; SeHet; Seuenia; Boolean; Elementog



�Arboles 123Sintaxis nulo : ) Arbolesnulo : Arbol ) Booleanreararbol : Elemento� Seuenia ) Arbolraiz : Arbol ) Elementosu : Arbol ) Seuenia#elem : Arbol ) Naturaleshoja : Arbol ) Booleanaltura : Arbol ) NaturalSem�antia8a; a1 2 Arbol; s : Seuenia; e 2 Elemento; a1 6= nulo;1. longH(a) = 0 _ longH(a) = 22. nulo = vaiaH3. esnulo(a) = esvaiaH(a)4. reararbol(e; s) = insertarH(insertarH(vaiaH ; 1; e); 2; s)5. :(esnulo(a1))! raiz(a1) = proyetarH(a1; 1)6. :(esnulo(a1))! su(a1) = proyetarH(a1; 2)7. eshoja(nulo) = false8. :esnulo(a)! eshoja(a) = false9. long(proyetarH(a; 2)) = 0! eshoja(a) = true10. eshoja(a) = Vlong(su(a))i=1 proyetar(su(a); i) = nulo11. #elem(nulo) = 012. #elem(a1) = 1 +Plong(su(a1))i=1 #elem(proyetar(su(a1); i))13. eshoja(a1)! altura(a1) = 014. :(eshoja(a1))!altura(a1) = 1 +max(i=1;long(su(a1))(altura(proyetar(su(a1); i)))



124Fin-Arbol;El �arbol geneal�ogio de la �gura 8.2 es un �arbol de altura 2.Puede notarse que estamos usando en la espei�ai�on la propiedad quelos operadores sum y max no ser�an evaluados uando el l��mite superior seainferior al l��mite inferior, dando omo resultado de la evaluai�on ero (elneutro de la suma).8.2.2 Coneptos de �arbolesAlgunos oneptos importantes relaionados on los �arboles son los siguien-tes:Grado : El grado de un �arbol se re�ere al n�umero de hijos que tiene elelemento on m�as suesores. Cuando hablamos de �arboles M-arios, estamossuponiendo que el elemento on m�as suesores tiene M hijos, por lo tanto elgrado es M.Nivel : Un nivel de un �arbol se re�ere a un estrato de la estruturajer�arquia. Dependiendo de la onveni�on que se tome, el nivel donde seenuentra la ra��z, es el nivel 0 o el nivel 1. En este libro usaremos omo nivelde la ra��z ero.�Arbol Completo : Un �arbol es ompleto si el n�umero de hijos de adaelemento es igual al grado del �arbol. Un �arbol omo el que presentamos enla �gura 8.3 tiene en el i�esimo nivel M i elementos, por lo tanto el n�umero deelementos del �arbol es igual aN = kXi=0M i = (Mk+1 � 1)=(M � 1)donde k orresponde a la altura del �arbol.8.3 Reorrido en �ArbolesConsideremos nuevamente el ejemplo del organigrama y supongamos quequeremos obtener todas las unidades administrativas que onstituyen la orga-nizai�on que representa. Para obtenerlas, debemos revisar el �arbol de alguna
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Figura 8.3: �arbol de altura 2manera y listar ada una de las ra��es de los sub-�arboles. Esta operai�on seonoe omo reorrido de un �arbol. Existen diversas maneras de realizar elreorrido, pero en general, un reorrido es una funi�on que va de �arboles enlistas de elementos donde ualquier lista de los elementos que ourren en el�arbol es onsiderada un reorrido3:reorrido : Arbol) lista[Elemento℄Para espei�ar la sem�antia de esta operai�on, debemos extender el TADArbol on una operai�on que permita determinar si un elemento ourre o noen un �arbol: ourre : Arbol � Elemento) BooleanCon la siguiente sem�antia:� ourre(nulo; e) = false� ourre(a; e) = (e = raiz(a))_ Wlong(su(a))i=1 ourre(proyetar(su(a); i); e)Una vez extendido el TAD Arbol on el operador ourre podemos esta-bleer la sem�antia de reorrido4:8a(8e (ourre(a; e)! 9i (san(reorrido(a); i)) = e))^len(reorrido(a)) � #elem(a))3Ver la espei�ai�on del TAD Lista en el ap��tulo 3.4san(l,i) es un operador que extiende el TAD Lista y que devuelve el elemento queoupa la i-�esima posii�on en la lista l.



126N�otese que on esta sem�antia de la operai�on reorrido estamos pidiendoque todos los elementos de �arbol est�en en la lista resultante y adem�as estamosadmitiendo omo un reorrido de un �arbol ualquier lista de los elementosque ourran en �el, a�un uando la longitud de esta sea mayor que su n�umerode elementos, lo ual signi�a que se est�an repitiendo algunos o ada uno deellos.Como dijimos anteriormente, hay varias maneras de realizar el reorrido.En este ap��tulo nos interesaremos en tres m�etodos espe���os que retornanuna lista on los elementos del �arbol (sin repetii�on). Los m�etodos a losuales nos referimos son onoidos omo preorden, postorden e inorden.Debido a que uando se realiza un reorrido se \visitan" todos los ele-mentos ya que tenemos el operador raiz para \visitar" a la ra��z de un �arbolpero no tenemos un operador del TAD Arbol para aeder a ada uno de lasraies de los suesores. Es por eso que de�niremos una funi�on para reali-zar la operai�on en ada uno de las formas de reorrido que ser�an revisados,que retorna una lista on los elementos (sin repetii�on) de ada uno de lossub�arboles. Estos operadores son VisitarPre,VisitarPost y VisitarIn, uya�rma damos a ontinuai�onV isitarPre; V isitarPost;V isitarIn : Seuenia[Arbol℄ ) Lista[Elemento℄La sem�antia de ada uno de estos operadores se dar�a on el m�etodo.8.3.1 Reorrido en PreordenReorrido en Preorden Consiste en listar primero la ra��z del �arbol yluego los elementos en los sub�arboles suesores en el orden en el ual ourren.� esvaia(su(a))!preorden(a) = ons(raiz(a); null)� :esvaia(su(a))!preorden(a) = ons(raiz(a); V isitarPre(su(a)))� esvaia(s)! V isitarPre(s) = null



�Arboles 127� :esvaia(s)!V isitarPre(s) = append(preorden(proyetar(s; 1));V isitarPre(eliminar(s; 1)))8.3.2 Reorrido en PostordenReorrido en Postorden Consiste en listar primero los elementos en lossub�arboles suesores en el orden en el ual ourren y luego la ra��z.� esvaia(su(a))!postorden(a) = ons(raiz(a); null)� :esvaia(su(a))!postorden(a) = append(V isitarPost(su(a)); ons(raiz(a); null))� esvaia(s)! V isitarPost(s) = null� :esvaia(s)!V isitarPost(s) = append(postorden(proyetar(s; 1));V isitarPost(eliminar(s; 1)))8.3.3 Reorrido en InordenReorrido en Inorden Consiste en listar primero los elementos del sub�arbolsuesor que se enuentran al prinipio de la seuenia de suesores, luego lara��z y �nalmente, los elementos en el resto de los sub�arboles suesores.� esvaia(su(a))!inorden(a) = ons(raiz(a); null)� :esvaia(su(a))!inorden(a) = append(inorden(proyetar(su(a; 1))); ons(raiz(a);V isitarIn(eliminar(su(a); 1))))� esvaia(s)! V isitarIn(s) = null� :esvaia(s)!V isitarIn(s) = append(inorden(proyetar(s; 1));V isitarIn(eliminar(s; 1)))



128En la siguiente sei�on de este ap��tulo, presentaremos los �arboles binariosy algunas espeializaiones de los mismos; estas espeializaiones se har�ande�niendo ada operador en t�erminos del TAD m�as general, y a~nadiendolos axiomas que de�nen el omportamiento partiular, que denominaremosAxiomas de Comportamiento.8.4 �Arboles BinariosUn �arbol binario es un �arbol ordenado onstituido por una ra��z y dos sub�arbolesbinarios, por lo tanto, los modelaremos omo seuenias heterog�eneas de laforma < e;< a1; a2 >>donde e 2 Elemento y < a1; a2 > es una seuenia de dos �arboles binarios,donde la primera proyei�on la llamaremos izq y la segunda der. N�oteseque por ser los �arboles binarios ordenados, la seuenia de suesores debe servaia o debe tener los dos sub�arboles. Un ejemplo t��pio de �arbol binario esel �arbol asoiado a una expresi�on booleana, donde la m�axima aridad de losoperadores es igual a dos.TDA ArbolBinario < Arbol[Elemento℄D = fArbolBinario; Boolean; ElementogSintaxis nulo : ) ArbolBinarioesnulo : ArbolBinario ) Booleanrearbin : Elemento � Seuenia ) ArbolBinarioraiz : ArbolBinario ) Elementoizq; der : ArbolBinario ) ArbolBinarioSem�antiae 2 Elemento; s 2 Seuenia[ArbolBinario℄;esvaia(s) _ long(s) = 2rearbin(e; s) = reararbol(e; s)



�Arboles 129izq(reararbol(e; s)) = proyetar(s; 1)der(reararbol(e; s)) = proyetar(s; 2)...Fin-ArbolBinario;Los puntos suspensivos se re�eren a los operadores #elem, eshoja y altura ylos axiomas orrespondientes se dejan omo ejeriio al letor.Conveni�on: Debido a que la seuenia de suesores tiene a lo sumo lon-gitud 2, simpli�aremos la notai�on de seuenia para los suesores. En lade�nii�on de un �arbol binario se debe indiar entones los dos sub�arbolesaunque sean nulos y la ra��z. Nos queda entones la siguiente espei�ai�on:TDA ArbolBinarioSintaxis nulo : ) ArbolBinarioesnulo : ArbolBinario ) Booleanrearbin : Elemento� ArbolBinario ) ArbolBinario�ArbolBinarioraiz : ArbolBinario ) Elementoizq; der : ArbolBinario ) ArbolBinarioSem�antia8b1; b2 2 ArbolBinario; e 2 Elemento; s 2 Seuenia[ArbolBinario℄;raiz(rearbin(e; b1; b2)) = eizq(rearbin(e; b1; b2)) = b1der(rearbin(e; b1; b2)) = b2...Fin-ArbolBinario;



130Implementai�on del TAD ArbolBinario[Elemento℄: Al pensar en im-plementaiones de �arboles, en partiular binarios, debemos pensar en estru-turar ada elemento del onjunto omo una terna. En la primera omponenteoloaremos el elemento del onjunto y en las dos siguientes las refereniasa los �arboles orrespondientes. Estas referenias pueden ser posiiones dememoria (apuntadores) (al estilo PASCAL) o posiiones dentro de un vetorque almaena los elementos (enteros) o �arboles (al estilo JAVA).A ontinuai�on presentamos una implementai�on del TAD ArbolBinariohaiendo uso de memoria din�amia.type ArbolBinario = ^NodoArbol;NodoArbol = reordelem: Elemento;izq, der: ArbolBinarioend;En el ap�endie A se enuetran las implementaiones de los operadores delTDA ArbolBinario8.4.1 �Arboles Binarios de B�usquedaUn �arbol binario de b�usqueda, tambi�en onoido omo �arbol de b�usqueda,es aquel donde la ra��es del sub�arbol izquierdo y dereho son menor y ma-yor, respetivamente que la ra��z del �arbol, seg�un la relai�on �, y ambossub�arboles son �arboles de b�usqueda. Dado que estos objetos deben mante-ner su organizai�on en relai�on al orden, surge la neesidad de dos nuevosoperadores, insertarbol y eliminarbol, para permitir el ingreso y el egreso deelementos en el �arbol. N�otese que si mantuvieramos el operador rearbinorrer��amos el riesgo de perder la organizai�on de �arbol de b�usqueda. Comosu nombre lo india, los �arboles de b�usqueda son objetos que permiten man-tener y reuperar informai�on. Los operadores menionados anteriormenteest�an orientados al mantenimiento. Para reuperar se dispone del operadorbusarbol. Reordemos que un �arbol de b�usqueda es una forma de organizarun onjunto en que los elementos admiten una relai�on de orden total. De lamisma manera se puede utilizar los �arboles para almaenar multionjuntos,admitiendo la presenia de laves repetidas.



�Arboles 131TAD ArbolBusqueda < ArbolBinario[Elemento℄Sintaxisnulo : ) ArbolBusquedaesnulo : ArbolBusqueda ) Booleaninsertarbol : ArbolBusqueda� Elemento ) ArbolBusquedaeliminarbol : ArbolBusqueda� Elemento ) ArbolBusquedabusarbol : ArbolBusqueda� Elemento ) ArbolBusquedaraiz : ArbolBusqueda ) Elementoizq; der : ArbolBusqueda ) ArbolBusquedanumnodos : ArbolBusqueda ) Naturaleshoja : ArbolBusqueda ) Booleanaltura : ArbolBusqueda ) Naturalmax : ArbolBusqueda ) ElementoSem�antia:::b 2 ArbolBusqueda; b 6= nulo;� Axioma de Comportamientoa. :esnulo(izq(b)) ^ :esnulo(der(b))!raiz(izq(b)) � raiz(b) � raiz(der(b))b. :esnulo(izq(b) ^ esnulo(der(b))!raiz(izq(b)) � raiz(b)). esnulo(izq(b)) ^ :esnulo(der(b))!raiz(b) � raiz(der(b))� insertarbol(nulo; e) = rearbin(e; nulo; nulo)� e � raiz(b)!insertarbol(b; e) = rearbin(raiz(b); insertarbol(izq(b); e); der(b))� raiz(b) � e!insertarbol(b; e) = rearbin(raiz(b); izq(b); insertarbol(der(b); e))� busarbol(nulo; e) = nulo� raiz(b) = e! busar(b; e) = b� raiz(b) � e! busarbol(b; e) = busarbol(der(b); e)



132� e � raiz(b)! busarbol(b; e) = busarbol(izq(b); e)� eliminarbol(nulo; e) = nulo� raiz(b) � e ^ :esnulo(der(b))!eliminarbol(b; e) = rearbin(raiz(b); izq(b)); eliminarbol(der(b); e)))� raiz(b) � e ^ esnulo(der(b))!eliminarbol(b; e) = b� e � raiz(b) ^ :esnulo(izq(b))!eliminarbol(b; e) = rearbin(raiz(b); eliminarbol(izq(b); e); der(b)))� e � raiz(b) ^ esnulo(izq(b))!eliminarbol(b; e) = b� e = raiz(b) ^ eshoja(b)! eliminarbol(b; e) = nulo� (e = raiz(b) ^ :eshoja(b))!(:esnulo(izq(b)) ^ :esnulo(der(b))!eliminarbol(b; e) = rearbin(max(izq(b)); eliminarbol(izq(b);max(izq(b))); der(b)))^(esnulo(izq(b)) ^ :esnulo(der(b))!eliminarbol(b; e) = der(b))^(:esnulo(izq(b)) ^ esnulo(der(b))!eliminarbol(b; e) = izq(b))� eshoja(b) _ (:eshoja(b) ^ esnulo(der(b)))!max(b) = raiz(b)� :eshoja(b) ^ :esnulo(der(b))!max(b) = max(der(b))Fin-ArbolBusqueda;



�Arboles 133Implementai�on del TAD ArbolBusqueda[Elemento℄: La implementa-i�on del TAD ArbolBusqueda, basada en el TAD ArbolBinario, se enuentraen el ap�endie A.Si onsideramos un �arbol de b�usqueda ompleto tenemos que el n�umerode elementos es N = kXi=0 2i = 2k+1 � 1por lo que la altura k = O(log2(N)), lo que nos asegurarar��a el mismo ordenpara las operaiones insertarbol, eliminarbol y busarbol. El problema est�aen que estos operadores no garantizan que los �arboles de b�usqueda readossean ompletos, en partiular una seuenia de inseri�on de laves en ordenreiente hae que el �arbol de b�usqueda sea un �arbol degenerado (los �arbolesizquierdos son siempre �arboles nulos). Para aprovehar el orden log2(N)que puede lograrse, surge la familia de �arboles de b�usqueda equilibrados queestudiaremos en la siguiente sei�on.8.4.2 �Arboles EquilibradosDentro de los �arboles de b�usqueda nos interesan aquellos que veri�an quelos sub�arboles tienen alturas similares. Esto requiere que la inseri�on y laeliminai�on de elementos preserve la propiedad que el �arbol izquierdo y de-reho poseen alturas similares. Dos sublases de estos son los �arboles AVL ylos �arboles perfetamente balaneados. Estas estruturas partiulares tienenla propiedad que el osto de mantener el equilibrio entre los subarboles noresulta demasiado ostoso.TAD ArbolAVLUn �arbol AVL 5 es un �arbol de b�usqueda donde las alturas de los sub�arbolesizquierdo y dereho di�eren a lo sumo en 1 y ambos son �arboles AVL. Verla Figura 8.4. En los �arboles AVL debemos asegurar que las eliminaiones ylas inseriones preserven la propiedad de AVL. Se introdue una operai�onbalanear que se aplia a �arboles de b�usqueda que resultan de haber insertado(eliminado) un elemento a un �arbol AVL y omo resultado de esa inseri�on(eliminai�on) han perdido la propiedad de ser AVL.5En los �arboles AVL, la altura del �arbol nulo es ero y la de una hoja es 1.
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Figura 8.4: �Arbol AVL de 5elementosTAD ArbolAV L < ArbolBusqueda[Elemento℄ Sintaxisnulo : ) ArbolAV Lesnulo : ArbolAV L ) BooleaninsertarAV L : ArbolAV L� Elemento ) ArbolAV LeliminarAV L : ArbolAV L� Elemento ) ArbolAV LbusarAV L : ArbolAV L� Elemento ) ArbolAV Lraiz : ArbolAV L ) Elementoizq; der : ArbolAV L ) ArbolAV Lnumnodos : ArbolAV L ) Naturaleshoja : ArbolAV L ) BooleanalturaAV L : ArbolAV L ) Naturalbalanear : ArbolBusqueda ) ArbolAV LSem�antiae 2 Elemento; b 2 ArbolAV L; b 6= nulo;� Axioma de Comportamientojaltura(izq(b))� altura(der(b))j � 1� insertarAV L(nulo; e) = rearbin(e; nulo; nulo)� e � raiz(b)! insertarAV L(b; e) = balanear(rearbin(raiz(b);insertarAV L(izq(b); e); der(b)))



�Arboles 135� raiz(b) � e! insertarAV L(b; e) = balanear(rearbin(raiz(b);izq(b); insertarAV L(der(b); e)))� eliminarbol(nulo; e) = nulo� raiz(b) � e ^ :esnulo(der(b))!eliminarAV L(b; e) = balanear(rearbin(raiz(b); izq(b));eliminarAV L(der(b); e))))� raiz(b) � e ^ esnulo(der(b))!eliminarAV L(b; e) = balanear(b)� e � raiz(b) ^ :esnulo(izq(b))!eliminarAV L(b; e) = balanear(rearbin(raiz(b);eliminarAV L(izq(b); e); der(b))))� e � raiz(b) ^ esnulo(izq(b))!eliminarAV L(b; e) = balanear(b)� e = raiz(b) ^ eshoja(b)! eliminarAV L(b; e) = nulo� (e = raiz(b) ^ :eshoja(b))!(:esnulo(izq(b)) ^ :esnulo(der(b))!eliminarAV L(b; e) =balanear(rearbin(max(izq(b)); eliminarAV L(izq(b);max(izq(b))); der(b))))^(esnulo(izq(b)) ^ :esnulo(der(b))!eliminarAV L(b; e) = balanear(der(b)))^(:esnulo(izq(b)) ^ esnulo(der(b))!eliminarAV L(b; e) = balanear(izq(b)))� busarAV L(b; e) = busarbol(b; e)� eshoja(b)! balanear(b) = b� Axioma II:eshoja(b) ^ (altura(izq(b))� altura(der(b)) = 2)^(altura(izq(izq(b))) > altura(der(izq(b))))!balanear(b) = rearbin(raiz(izq(b)); izq(izq(b)));rearbin(raiz(b); der(izq(b)); der(b)))



136� Axioma ID:eshoja(b) ^ (altura(izq(b)) � altura(der(b)) = 2)^(altura(der(izq(b))) > altura(izq(izq(b))))!balanear(b) = rearbin(raiz(der(izq(b)));rearbin(raiz(izq(b)); izq(izq(b)); izq(der(izq(b))));rearbin(raiz(b); der(der(izq(b))); der(b)))Fin-ArbolAVL;La operai�on balanear se aplia sobre �arboles que eventualmente ya noveri�an el axioma:Axioma de Comportamientojaltura(izq(b))� altura(der(b))j � 1Cuando se realiza una inseri�on (eliminai�on) en un �arbol AVL, no nee-sariamente este pierde su ondii�on de AVL omo se muestra en las �guras8.5 y 8.6, por lo que balanear debe dejar el �arbol intato uando su argu-mento (�arbol de b�usqueda ) sea un �arbol AVL. A ontinuai�on mostraremosuna serie de inseriones, que no alteran la propiedad de AVL hasta llegar a lasituai�on en que balanear debe atuar para reordenar el �arbol y reuperarla ondii�on de AVL.Analizando los asos de deformai�on de un �arbol AVL uando se insertaun elemento

Figura 8.5: �Arbol AVL Figura 8.6: �Arbol de la �g.8.5 luego de la inseri�onUsaremos unos diagramas para representar el desbalaneo en los axiomasII e ID.



�Arboles 137Caso IIEl �arbol de la �gura 8.7 presenta un desbalaneo produido por el �arbolizquierdo del �arbol izquierdoCuando se enuentra un �arbol resultado de una inseri�on que no veri�ael axioma de AVL on las arater��stias de la �gura 8.9, apliando el axiomaII resultar�a un �arbol transformado omo el de la �gura 8.10.Este �arbol lo podemos representar omo el diagrama de la �gura 8.9 dondelos �arboles representados por ret�angulos orresponden a �arboles AVL y losmarados por X son los que realizan la transgresi�on de la propiedad de serAVL.Como vemos en la �gura 8.8 es el resultado de apliar el axioma II al�arbol de la �gura 8.7.Caso IDEl �arbol de la �gura 8.11 presenta un desbalaneo produido por el �arboldereho del �arbol izquierdoCuando se enuentra un �arbol resultado de una inseri�on que no veri�a elaxioma de AVL on las arater��stias de la �gura 8.13, apliando el axiomaID resultar�a un �arbol transformado omo el de la �gura 8.14.Este �arbol lo podemos representar omo el diagrama de la �gura 8.13donde los �arboles representados por ret�angulos orresponden a �arboles AVLy los marados por X son los que realizan la transgresi�on de la propiedad deser AVL.Como vemos en la �gura 8.12 es el resultado de apliar el axioma ID al�arbol de la �gura 8.11.Se deja omo ejeriio al letor esribir los axiomas orrespondientes a losasos sim�etrios (DD y DI).Para implementar el TAD arbolAVL es onveniente extender el TAD Ar-bolBusqueda on el siguiente operador:rearbusq : Elemento�ArbolBusqueda�ArbolBusqueda! ArbolBusquedauya sem�antia damos a ontinuai�on:� esnulo(b1) ^ esnulo(b2)! rearbusq(e; b1; b2) = rearbol(e; b1; b2)� :esnulo(b1) ^ :esnulo(b2) ^ raiz(b1) � e � raiz(b2)!rearbusq(e; b1; b2) = rearbol(e; b1; b2)
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Figura 8.7: Desbalaneo en �arbolizquierdo del �arbol izquierdo Figura 8.8: Resultado de balanearel �arbol de la �gura 8.7

Figura 8.9: Caso II Figura 8.10: Balaneo Usando elaxioma II
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Figura 8.11: Desbalaneo en�arbol dereho del �arbol iz-quierdo Figura 8.12: Resultado debalanear el �arbol de la �gu-ra 8.11

Figura 8.13: Caso ID Figura 8.14: Balaneo Usando elaxioma ID� :esnulo(b1) ^ esnulo(b2) ^ raiz(b1) � e!rearbusq(e; b1; b2) = rearbol(e; b1; b2)� esnulo(b1) ^ :esnulo(b2) ^ e � raiz(b2)!rearbusq(e; b1; b2) = rearbol(e; b1; b2)



140Implementai�on del TAD ArbolAV L[Elemento℄: La implementai�ondel TAD ArbolAV L se enuentra el el ap�endie A8.5 Otros �arbolesEn esta sei�on nos ouparemos de revisar otras estruturas de �arboles quepermiten al almaenamiento de un onjunto de elementos, una de uyasomponentes es la lave por la que se reupera al elemento.�Arboles Perfetamente Balaneados Un �arbol perfetamente balan-eado es un �arbol de b�usqueda donde el n�umero de elementos de los sub�arbolesizquierdo y dereho di�eren a lo sumo en 1.TAD ArbolPB < ArbolBusqueda[Elemento℄Sintaxis...Sem�antia:::b 2 ArbolPB; b 6= nulo;� Axioma de Comportamientoj#elem(izq(b)) �#elem(der(b))j � 1Fin-ArbolPB;8.6 Res�umen del ap��tulo 8En este ap��tulo hemos presentado una lase de datos que pueden arateri-zarse omo un onjunto ( o multionjunto) que posee una relai�on jer�arquiaentre los elementos ( relai�on de orden parial).En ontraposii�on a los meanismos presentados en el ap��tulo 7, la or-ganizai�on de �arboles es m�as estable respeto al tiempo requerido para laoperai�on de b�usqueda, admitiendo reimiento ( y dereimiento) del on-junto sobre el u�al se realiza la b�uqueda, pagando por ello que las operaionesse realien en un tiempo que depende del tama~no del onjunto.Hemos visto que una primera idea de organizai�on en �arboles puede darlugar a �arboles degenerados (donde la operai�on de b�usqueda tiene O(N)),



�Arboles 141por lo que se investiga la introdui�on de la propiedad de ser balaneado. Vi-mos que el mantenimiento de esta propiedad puede ser ostosa (degradandoel tiempo total de operai�on de la apliai�on, si bien onserva el tiempo deb�usqueda en O(log (N))), por lo que se analizan m�etodos para mantener unriterio menos estrito de balane, por ejemplo la propiedad AVL, que per-mite que las operaiones requeridas para el mantenimiento del balane en lasinseriones y eliminaiones se mantenga en el mismo orden que las operaio-nes de b�usqueda, haiendo que todas las operaiones de este TAD resulten deO(log (N))), que resulta aeptable para onjuntos de gran tama~no. En par-tiular los manejadores de bases de datos usan esta organiza�on para aligerarlas b�usquedas en una tabla de la base de datos.Debemos haer notar que tal omo lo menionamos en el ap��tulo 7, el usode esta organizai�on de datos en una apliai�on puede haer que iniialmenetela apliai�on tenga un omportamiento admisible pero on el tiempo (debidoal reimiento de los onjuntos que se manejan) este omportamiento pasede admisible a no admisible. A diferenia del meanismo de hashing, ladegradai�on en estos asos no puede resolverse on un mantenimiento y dellegar a ser totalmente inadmisible requiere un redise~no de la apliai�on enlo que onierne al almaenamiento del onjunto.8.7 Ejeriios1. Implemente el TAD Arbol[Elemento℄ on estruturas din�amias.2. Considere la siguiente operai�on sobre �arboles n-arios:elem por niveles : Arbol ) Cola[Cola[Elemento℄℄Con la siguiente sem�antia:elem por niveles(a) da omo resultado una ola de olas, donde adauna de estas �ultimas ontiene los elementos que se enuentran a lamisma altura (igual nivel). Los primeros elementos en arribar a adaola son las raies de los sub�arboles que se enuentran en las primerasposiiones de los suesores de la ra��z del �arbol a.Implemente la operai�on elem por niveles.3. Implementa el TAD ArbolBinario[Elemento℄:



142 (a) Con estruturas din�amias.(b) Con estruturas est�atias.4. Determinar el m�aximo n�umero de elementos de un �arbol binario dealtura h.5. Considere la siguiente operai�on sobre expresiones en preorden:arbol exp : ExpPre ) ArbolBinarioCon la siguiente sem�antia:arbol exp(exp) da omo resultado el �arbol binario asoiado a la expre-si�on exp.Implemente la operai�on arbol exp.6. Dado los reorridos en preorden y en inorden de un �arbol binario, im-plemente un programa para reonstruir el �arbol.7. Def. Un �arbol es perfetamente equilibrado si el n�umero de elementosde sus sub�arboles di�eren a lo sumo en uno.(a) > Cu�al es la relai�on entre �arboles perfetamente equilibrados y�arboles ompletos?(b) > Cu�al es la altura de un �arbol perfetamente equilibrado de Nelementos?() > Cu�al es la ventaja de tener �arboles perfetamente equilibrados?8. Construya, mediante inseriones, los �arboles de b�usqueda asoiados aada una de las siguientes seuenias:(a) < 100; 50; 170; 25; 55; 115; 193>(b) < 50; 25; 170; 193; 100; 55; 115>() < 25; 50; 55; 100; 115; 170; 193>(d) < 193; 170; 115; 100; 55; 50; 25>Para ada aso, determine el osto de busar el elemento 80. Generalieel osto para busar ualquier elemento en un arbol de b�usqueda de Nelementos. > Cu�al es su onlusi�on?



�Arboles 1439. Sugiera un algoritmo para rear un �arbol binario perfetamente equi-librado a partir de una seuenia.Puede usar este algoritmo si el �arboles de b�usqueda. Explique.10. Esriba un programa que retorne una lista on la frontera de un �arbol.11. Cu�antos v�erties pueden ser eliminados de un �arbol perfetamente ba-laneado de quine elementos sin que deje de serlo y sin disminuir sualtura.12. �Arboles AVL.(a) Construya un �arbol AVL a partir de la siguiente seuenia den�umeros: < 5; 10; 15; 6; 3; 2; 7; 12; 20; 70; 51; 36>(b) Elimine los siguientes elementos del �arbol generado en (a):20; 10; 15; 7; 70En ada aso muestre la evolui�on de los proesos de inseri�on yeliminai�on del �arbol.8.8 Bibliograf��a1. AHO,Alfred, HOPCROFT,John & ULLMAN,Je�rey. \Data Strutureand Algorithms. Addison Wesley Series in Computer Siene.19852. HILLE,R.F. \Data Abstration and Program Development using Modula{2". Advane in Computer Siene. Prentie Hall. 1989.3. ORTEGA, Maruja y MEZA, Osar. \Grafos y Algoritmos".Rep. # IC{1991{002. Dpto. de Computai�on y Ten. de la Informa-i�on. USB.4. WIRTH, Niklaus. \Algorithms+Data Strutures=Programs". Prenti-e Hall.
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Ap�endie AImplementai�on
A.1 Conjunto Est�atioImplementai�on Est�atia de los operadores delTAD ConjuntoArreglo de booleanos Sea A un arreglo booleano de dimensi�on �nitay D el universo sobre el ual se de�ne el onjunto.Type CONJUNTO = A : array[1::ard(D)℄ of Booleanf vaio :) ConjuntogFuntion vaio( A: CONJUNTO) CONJUNTO;beginfor i=1 to ard(D)A[i℄ := FALSE;vaio := Aend;Usando la funi�on onvert que permite asoiar a ada elemento de D unelemento del dominio [1::ard(D)℄fonvert : Elemento) [1::ard(D)℄gf insertar : Conjunto � Elemento) Conjuntogf pre : onvert(e) 2 [1::ard(D)℄ g145



146Proedure insertar( var A: CONJUNTO, e: Elemento);beginA[onvert(e)℄ := TRUE;endfeliminar : Conjunto� Elemento) Conjuntogf pre : onvert(e) 2 [1::ard(D)℄ gProedure eliminar( var A: CONJUNTO, e: Elemento);beginA[onvert(e)℄ := FALSE;endfesvaio : Conjunto) BooleangFuntion esvaio(A: CONJUNTO): Boolean;var esta: booleanbeginesta := TRUE; i:=1;while (i�ard(D) and esta)beginif (A[i℄ = TRUE) then esta:= FALSE;i := i+1;endesvaio := estaendfpertenee : Conjunto� Elemento) Booleangf pre : onvert(e) 2 [1::ard(D)℄ gFuntion pertenee( A:CONJUNTO, e: Elemento): Boolean)beginreturn ( A[onvert(e)℄ == TRUE) ;end
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VaioUltimo-Elem
Segundo-ElemPrimer-Elem Lleno

MAX-CONJ
321

tope
Figura A.1: Arreglo de elementos on repetii�onArreglo de elementos on repetii�on En esta parte se muestra ope-raiones admitiendo que el arreglo almaene elementos repetidos, haiendoque la eliminai�on requiera revisar la totalidad del arreglo y que la inseri�onsea mas senilla.

Type CONJUNTO =reordtope : 0..MAX-CONJentrada : array[1..MAX-CONJ℄ of Tipo-ElemendAlgunas operaiones sobre Conjunto son implementadas omo siguefvaio : Conjunto) BooleangProedure vaio(var : CONJUNTO);begin.tope := 0end;



148finsertar : Conjunto� Elemento) ConjuntogProedure insertar(var : CONJUNTO; elem:Tipo-Elem);beginif .tope = MAX-CONJ then ABORTelsebegin.tope := .tope + 1.entrada[.tope℄ := elemend;endfeliminar : Conjunto� Elemento) ConjuntogProedure eliminar(var : CONJUNTO; elem:Tipo-Elem);var i : 1.. MAX-CONJbegini := 1while (i � .tope)if .entrada[i℄ 6= elem then i := i + 1elsebeginif(i 6= .tope) then.entrada[i℄ := .entrada[.tope℄;.tope := .tope - 1;end;end;Arreglo de elementos sin repetii�on En esta parte se muestra ope-raiones no admitiendo que el arreglo almaene elementos repetidos, haiendoque la inseri�on requiera revisar la totalidad del arreglo y que la eliminai�onsea mas senilla.Type CONJUNTO = reordtope : 0..MAX-CONJentrada : array[1..MAX-CONJ℄ of Tipo-Elemend



Ap�endie A 149Algunas operaiones sobre Conjunto son implementadas omo siguefvaio : Conjunto) BooleangProedure vaio(var : CONJUNTO);begin.tope := 0end;finsertar : Conjunto� Elemento) ConjuntogProedure insertar(var : CONJUNTO; elem:Tipo-Elem);beginif .tope = MAX-CONJ then ABORTelsebegini := 1;while ( .entrada[i℄ 6= elem and i � .tope) i := i + 1if( i > .tope) thenbegin.tope := .tope + 1.entrada[.tope℄ := elemend;end;endfeliminar : Conjunto� Elemento) ConjuntogProedure eliminar(var : CONJUNTO; elem:Tipo-Elem);var i : 1.. MAX-CONJbegini := 1while(.entrada[i℄ 6= elem and i � .tope) i := i + 1if( i � .tope) thenbegin.entrada[i℄ := .entrada[.tope℄;.tope := .tope - 1;end;end;



150A.2 Conjunto Din�amioImplementai�on Din�amia de los Operadoresdel TAD Conjunto La estrutura puede ser delarada omoTypeApunt-Nodo = ^ NodoNodo = reordentrada: Tipo-ElemSig-Nodo:Apunt-NodoendLa implementai�on de las operaiones usando una representai�on din�amiapueden haerse omo se india a ontinuai�on.f insertar : Conjunto � Elemento) ConjuntogType Conjunto = pointer of NodoFuntion insertar(C:Conjunto;elem:Tipo Elem):Conjuntovar p,q: Apunt-Nodo;beginnew(p);p^ .entrada := elem;p^ .Sig-Nodo := C;C := p ;insertar := C;endLa omplejidad de este algoritmo es de orden O(1).f eliminar : Conjunto � Elemento) ConjuntogFuntion eliminar(C:Conjunto; e: Tipo Elem):Conjuntovar p,q: Apunt-Nodo;beginq := C;if C 6= NIL thenbeginif (C^ .entrada 6= e) thenbegin



Ap�endie A 151p := q;q := q^ .Sig-Nodo;while q^ 6= NIL and q^ .entrada 6= e dobegin p := q;q := q^ .Sig-Nodo;endif (q^ 6= NIL ) then p^ .Sig-Nodo = qendelseC := C^ .Sig-Pos;end;La omplejidad de este algoritmo es �(n) , dado que en el peor de los asosel elemento busado est�a en la �ultima posii�on.f long : Conjunto) EnterogFuntion long(C:Conjunto):Integervar p: Apunt-Nodo;i: Integer;beginif C = NIL then long := 0;elsep := C;i := 1;while p^ .Sig-Nodo 6= NIL dobeginp := p^ .Sig-Nodo;i := i + 1;endodlong:= i;endLa omplejidad de esta algoritmo es �(n), dado que hay que reorrer todoel ConjuntoOtra versi�on de esta misma funi�on



152Funtion long(C:Conjunto):Integervar p: Apunt-Nodo;i: Integer;Beginif C = NIL then long := 0;elselong:= 1 + long (C^ .Sig-Nodo);end
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VaioUltimo-Elem
Segundo-ElemPrimer-Elem Lleno

MAX-SEC
321

Ult
Figura A.2: Seuenia de elementosA.3 Seuenia Est�atiaImplementai�on Est�atia en PASCAL de losOperadores del TAD Seuenia La representai�on est�atiade seuenia utilizar�a un arreglo ( de dimensi�on N) y un entero (Ult) que re-gistra la �ultima posii�on del arreglo oupada on valores de la seuenia.Vemos un diagrama en la �gura A.2f vaia :) Seueniagfuntion vaia: Seuenia;var s: Seuenia;begins.Ult := 0;return(s)end;finsertar : Seuenia� Entero� Elemento) Seueniagf pre : 1 � long(s) + 1 g



154funtion insertar(s: Seuenia; p: Entero; e: Elemento): Seuenia;var i: Entero;be ginif (s.Ult < N) thenfor i:= s.Ult+1 downto p+1 dos.Casilla[i℄ := s.Casilla[i-1℄od;s.Casilla[p℄ := e;s.Ult := s.Ult +1�;return(s)end;feliminar : Seuenia�Entero) Seueniag f pre : 1 � p � long(s)+1 gfuntion eliminar(s: Seuenia; p: Entero);var i: Entero;begins.Ult := s.Ult -1;for i:= p to s.Ult dos.Casilla[i℄ := s.Casilla[i+1℄odreturn(s)end;fesvaia : Seuenia) Booleangfuntion esvaia(s: Seuenia): Boolean;beginreturn(s.Ult == 0)end;festa : Seuenia� Elemento) Booleangfuntion esta(s: Seuenia; e: Elemento): Boolean;var i: Entero;beginif(s.Ult = 0) then



Ap�endie A 155return(false)elsei := 1;while (i < s.Ult) and (s.Casilla[i℄ 6= e) doi := i + 1od;return(s.Casilla[i℄ = e)� end;flong : Seuenia) Enterog f pre : 1 � long(s) + 1 gfuntion long(s: Seuenia): Entero;beginreturn(s.Ult)end;fproyetar : Seuenia � Entero ) Elementog f pre : 1 � p � long(s)gfuntion proyetar(s: Seuenia; p: Entero): Elemento;beginreturn(s.Casilla[p℄)end;A.4 Seuenia Din�amiaImplementai�on Din�amia en PASCAL de losOperadores del TAD Seuenia Para esta implementa-i�on se usar�an las funiones de manejo de memoria de PASCAL (new ydispose para la obteni�on y liberai�on de memoria).fvaia :) Seueniagfuntion vaia: Seuenia;beginreturn(nil)end;finsertar : Seuenia� Entero� Elemento) Seueniagf pre : (1 <= p <= long(s) + 1) g



156funtion insertar(s: Seuenia; p: Entero; e: Elemento): Seuenia;var s1,s2: Seuenia;beginnew(s1);s1^ .Elem := e;if ( p = 1 ) thens1^ .Sig := s;s := s1elses2 := s;for i:=2 to p-1 dos2 := s2^ .Sigod;s1^ .Sig := s2^ .Sig;s2^ .Sig := s1�;return(s)end;feliminar : Seuenia� Entero) Seueniagf pre : (1 <= p <= long(s)) gfuntion eliminar(s: Seuenia; p: Entero);var s1,s2: Seuenia;beginif ( p = 1 ) thens1 := s;s := s^ .Sig;dispose(s1)elses1 := s;for i:=2 to p-1 dos1 := s1^ .Sigod;s2 := s1^ .Sig; La asilla a eliminars1^ .Sig := s2^ .Sig;dispose(s2)�;



Ap�endie A 157return(s)end;fesvaia : Seuenia) Booleangfuntion esvaia(s: Seuenia): Boolean;beginreturn(s = nil)end;festa : seuenia� Elemento) Booleangfuntion esta(s: Seuenia; e: Elemento): Boolean;var Our: Boolean;beginOur := false;while(s 6= nil) and not(Our) doOur : = (s^ .Elem = e);s := s^ .Sigdo;return(Our)end;flong : seuenia) Enterogfuntion long(s: Seuenia): Entero;var i: Entero;begini = 0;while(s 6= nil) doi:= i + 1;s := s^ .Sigod;return(i)end;fproyetar : seuenia� Entero) Elementogf pre : (1 <= p <= long(s)) g



158funtion proyetar(s: Seuenia; p: Entero): Elemento;beginfor i := 1 to p-1 dos := s^ .Sigod;return(s.Elem)end;A.5 Pila Est�atiaImplementai�on Est�atia de los Operadores deTAD Pila Para implementar una pila en forma est�atia se usa unarreglo donde se almaena los elementos y un ontador que india uantasentradas hay en el arreglo. Por ser est�atio es neesario delarar el tama~nom�aximo permitido del arreglo (MAX-Pila) as�� omo el tipo de elementos aalmaenar en la estrutura o arreglo (Tipo-Elem).Type Pila =reordtop : 0..MAX-Pilaentrada : array[1..MAX-Pila℄ of Tipo-ElemendLas operaiones de empilar y desempilar sobre la Pila son implementadasomo siguefempilar : Pila� Elemento) Pilagproedure empilar(var P:Pila; e:Tipo-Elem);beginwith P doif top = MAX-Pilathenwriteln('Error:intenta almaenar un elemento en una pila llena')else begintop := top +1;entrada[top℄ := eendend;



Ap�endie A 159fdesempilar : Pila) Pilagproedure desempilar(var P:Pila);beginwith P doif top = 0then writeln('Error: desempilando de una pila vaia')else begintop := top -1endend;fvaiaP : Pila) Pilagfuntion vaiaP ( ):PilabeginP.top := 0return Pend;fesvaiaP : Pila) Booleangfuntion esvaiaP ( P:Pila):Booleanbeginwith P doif top = 0then return TRUEelsebeginreturn FALSEendend;ftope : Pila) Elementogf pre : esvaiaP (P ) = FALSE g



160funtion tope( P:Pila ):Tipo-Elembeginwith P doif top = 0then writeln('Error: intenta saar un elemento de una pila vaia')else beginreturn P.entrada[top℄endend;Con esta implementai�on la operai�on de empilar es de orden �(n).A.6 Pila Din�amiaImplementai�on Din�amia de los Operadoresdel TAD Pila
Pila Vaiap ?"!# 

Figura A.3: Representai�on de la pila va��aType Apunt-Pila = ^NodoPilaNodoPila = reordentrada: Tipo-ElemSig-Nodo: Apunt-PilaendType Pila = Apunt-pila



Ap�endie A 161f esvaiap : Pila) Booleangfuntion esvaiap( p:Pila):booleanbeginif p = NILthen return TRUEelse return FALSEendf tope : Pila) Elementogfuntion tope( p:Pila):Tipo-Elembeginreturn p^ .entradaend;f empilar : PilaXElemento) Pilagproedure empilar(var p:Pila; e:Tipo-Elem);var q: Apunt-Pila;beginnew(q);if q = NILthen writeln('Error:intento de a~nadir un nodo inexistente')else beginq^ .entrada := e;q^ .Sig-Nodo := p;p := q;endend;f desempilar : Pila) Pilag
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XNuevoviejo

q
p
QQQsn -- -���� ?--

Figura A.4: Agregando un NODO a la PILAproedure desempilar(var p:Pila);var q: Apunt-Pila;beginif esvaiap(p)then writeln('Intento de eliminar un elemento de una pila vaia');else beginq := p;p := q^ .Sig-Nododispose(q);endend;
-- - ?����-nQQQsp qX

Figura A.5: Eliminando el elemento TOPE



Ap�endie A 163A.7 Cola Est�atiaImplementai�on Est�atia de los Operadoresdel TAD Cola .Type Cola reordont : 0..MAX-Cola;Primero : 0..MAX-Cola;Ultimo : 0..MAX-Cola;entrada : array[1..MAX-Cola℄ of Tipo-Elem;endvar C : Cola;f vaiaC : ) Colagproedure vaiaC();begin with C do beginont := 0;Primero := 1;Ultimo := 0;endend;f esvaiaC : Cola) Booleangfuntion esvaiaC(C:Cola):boolean;begin with C do beginreturn (ont == 0)end;f enolar : ColaeElemento ) Colag



164Proedure enolar(var C:Cola, e:Tipo-Elem );begin with C doif (ont == MAX-Cola) thenWriteln('ERROR: Cola Llena')elsebeginont := ont +1;Ultimo := ( Ultimo mod MAX-Cola) + 1;entrada[Ultimo℄ := e;end;endfdesenolar : Cola) ColagProedure desenolar(var C:Cola);beginwith C doif (ount == 0) thenwriteln('ERROR: intento de eliminar de una ola vaia');elsebeginont := ont - 1;Primero := (Primero mod MAX-Cola)+1;end;endffrente : Cola) ElementogProedure frente( C:Cola, var e:Tipo-Elem);beginwith C doif (ont == 0) thenwriteln('ERROR: intento de ver en una ola vaia');elsebegine := entrada[Primero℄;



Ap�endie A 165endendA.8 Cola Din�amiaImplementai�on Din�amia de los Operadoresdel TAD Cola .
UltimoPrimero HHHHHHHHHj������+ - -

C
X1 X2 X3Figura A.6: Cola din�amia

Type Apunt-Cola : ^NodoColaNodoCola = reordentrada: Tipo-ElemSig-Nodo:Apunt-ColaendCola = reordPrimero : Apunt-Cola;Ultimo : Apunt-Colaend



166fvaiaC : ) Colagvar C : ColaProedure vaiaC();beginC.Primero := NIL;C.Ultimo := NILend;fenolar : ColaeElemento) ColagProedure enolar(var C:Cola, e:Tipo-Elem);var p: Apunt-Cola;beginnew(p );p^ .entrada := e;p^ .Sig-Nodo := NILwith C doif Primero == NILthen Primero := p;Ultimo := p;else Ultimo^ .Sig-Nodo := p;Ultimo := p;�endfdesenolar : Cola) ColagProedure desenolar(var C:Cola);var p:Apunt-Cola;beginwith C doif Primero == NILthen
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X-- --Primero

Ultimo - -6X Nuevo
Figura A.7: Sumar un elemento a la Colawriteln('ERROR intento de eliminar de una ola vaia');else begin p := Primero;Primero := Primero^ .Sig-Nodo;if Primero == NIL thenUltimo := NILdispose(p);endend
RemoveX 6 6- --Primero

Ultimo -Figura A.8: Remueve un elemento del frente
A.9 �Arbol BinarioImplementai�on Din�amia de los Operadoresde TAD ArbolBinario Se desribe a ontinuai�on la implemen-



168tai�on din�amia de �arboles.type ArbolBinario = ^ NodoArbol;NodoArbol = reordelem: Elemento;izq, der: ArbolBinarioend;frearbin : ElementoXArbolBinarioXArbolBinario ) ArbolBinariogfuntion rearbin(e: Elemento; bi, bd: ArbolBinario): ArbolBinario;var b : ArbolBinario;beginnew(b); b^ .elem := e;b^ .izq := bi; b^ .der := bd;rearbin := bend;fnulo : ) ArbolBinariogfuntion nulo: ArbolBinario;beginnulo := nilend;fesnulo : ArbolBinario ) Boolean gfuntion esnulo(b: ArbolBinario): Boolean;beginesnulo := (b = nil)end;fraiz : ArbolBinario) Elementogfpre : not(esnulo(b))gfuntion raiz(b: ArbolBinario) : Elemento;beginraiz := b^ .elemend;



Ap�endie A 169fder : ArbolBinario) ArbolBinariogfpre : not(esnulo(b))gfuntion der(b: ArbolBinario) :ArbolBinario;beginder := b^ .derend;fizq : ArbolBinario) ArbolBinariogfpre : not(esnulo(b))gfuntion izq(b: ArbolBinario) : ArbolBinario;beginizq := b^ .izqend;feshoja : ArbolBinario) Booleangfuntion eshoja(b: ArbolBinario): Boolean;begineshoja := not(esnulo(b)) and(b^ .izq = nil and b^ .der = nil)end;f#elem : ArbolBinario) Naturalgfuntion #elem(b: ArbolBinario): Natural;beginif esnulo(b) then #elem:= 0else#elem := 1 + #elem(b^ .izq) + #elem(b^ .der)end;faltura : ArbolBinario) Naturalgfpre : not(esnulo(b))gfuntion altura(b: ArbolBinario): Natural;beginif eshoja(b) then altura := 0elsealtura := 1 + max(altura(b^ .izq),altura(b^ .der))end;La funi�on max alula el m�aximo entre dos n�umeros naturales.



170A.10 �Arbol de B�usquedaImplementai�on del TAD ArbolBusqueda A ontinuai�on presentamosuna implementai�on del TAD ArbolBusqueda, basada en el TAD ArbolBina-rio.type ArbolBusqueda = ArbolBinario;fbusarbol : ArbolBusqueda� Elemento) ArbolBusquedagfuntion busarbol(b: ArbolBusqueda; e: Elemento): ArbolBusqueda;beginif esnulo(b) then return(nulo)elseif (raiz(b) = e) then return(b)elseif (raiz(b) < e) thenreturn(busarbol(der(b),e))elsereturn(busarbol(izq(b),e))���end;finsertarbol : ArbolBusqueda� Elemento) ArbolBusquedagfuntion insertarbol(b:ArbolBusqueda; e: Elemento): ArbolBusqueda;beginif esnulo(b) then return(rearbin(e, nulo, nulo))else if (raiz(b) = e) then return(b)elseif(raiz(b) < e) thenb1 := insertarbol(der(b),e);return(rearbin(raiz(b), izq(b), b1))elseb1:= insertarbol(izq(b),e);return(rearbin(raiz(b), b1, der(b)))���end;



Ap�endie A 171feliminarbol : ArbolBusqueda� Elemento) ArbolBusqueda gfpre : not(esnulo(b)) gLa funi�on eliminararbol utiliza omo auxiliar la funi�on borrar max quereibe omo par�ametro un �arbol y elimina el elemento m�aximo del mismo,devolviendo en el segundo par�ametro el valor de ese elemento m�aximo.funtion eliminarbol(b:ArbolBusqueda; e: Elemento): ArbolBusqueda;var max: Elemento;funtion borrar max (b: ArbolBusqueda; var m: Elemento): ArbolBusqueda;begin borrar maxifnot(eshoja(b)) and not(esnulo(der(b)) thenreturn(rearbin(raiz(b),izq(b),borrar max(der(b),m)))elsem := raiz(b);return(izq(b))�end borrar maxbegin eliminarbolif esnulo(b) then return(b)elseif(raiz(b) = e) then enontro el elementoif eshoja(b) then return(nulo)else debe eliminar un nodo internoif esnulo(der(b)) thenreturn(izq(b))elseif esnulo(izq(b)) thenreturn(der(b))elseb1 := borrar max (izq(b), max);return(rearbin(max, b1, der(b)))���else ontinua la busquedaif (raiz(b) < e) thenif (esnulo(der(b)) then return(b)else



172 b1 := eliminarbol(der(b),e);return(rearbin(raiz(b), izq(b), b1))�else if (esnulo(izq(b)) then return(b)elseb1:= eliminarbol(izq(b),e);return(rearbin(raiz(b), b1, der(b)))����end; eliminarbolA.11 �Arbol AVLImplementai�on del TAD ArbolAV L[Elemento℄ type ArbolBusqueda= ArbolBusqueda; faltura : ArbolBusqueda) Naturalgfuntion alturaAV L(b: ArbolAVL): Integer;beginif esnulo(b) then alturaAV L := 0elsereturn(1 + max(altura(izq(b),altura(der(b))))�end;fbalanear : ArbolBusqueda) ArbolAV Lgfuntion balanear(b: ArbolAVL): ArbolAVL;beginif (esnulo(b) or eshoja(b)) then balanear := nuloelse if abs(alturaAV L(izq(b)) - alturaAV L(der(b)) = 2) thenCargado haia la izquierdaif (alturaAV L(izq(izq(b)) > alturaAV L(der(izq(b)))then Axioma DDreturn(rearbusq(raiz(izq(b)), izq(izq(b)),rearbusq(raiz(b),der(izq(b)),



Ap�endie A 173der(b))))else Axioma IDreturn(rearbusq(raiz(der(izq(b))),rearbusq(raiz(izq(b)),izq(izq(b)),izq(der(izq(b)))),der(b)))�else Cargado haia la dereha.......�end balanearfbusarAV L : ArbolAV L� Elemento) ArbolAV Lgfuntion busarAV L(b: ArbolAVL; e: Elemento): ArbolAVL;beginif esnulo(b) then return(nulo)elseif (raiz(b) = e) then return(b)else if (raiz(b) < e) thenreturn(busarAV L(der(b),e))elsereturn(busarAV L(izq(b),e))���end;finsertarAV L : ArbolAV L� Elemento) ArbolAV Lgfuntion insertarAV L(b:ArbolAVL; e: Elemento): ArbolAVL;beginif esnulo(b) thenreturn(rearbusq(e, nulo, nulo))elseif (raiz(b) = e) then return(b)else if (raiz(b) < e) thenb1 := insertarAV L(der(b),e);



174 return(balanear(rearbusq(raiz(b),izq(b),b1)))elseb1:= insertarAV L(izq(b),e);return(balanear(rearbusq(raiz(b),b1,der(b)))���end;feliminarAV L : ArbolAV L� Elemento) ArbolAV Lgfpre : not(esnulo(b)) gfuntion eliminarAV L(b:ArbolBusqueda; e: Elemento): ArbolBusqueda;var max: elemento;funtion borrar max (b: ArbolAVL; var m: Elemento): ArbolAVL;begin borrar maxif not(eshoja(b)) and not(esnulo(der(b)) thenreturn(balanear(rearbusq(raiz(b),izq(b),borrar max(der(b),m))))elsem := raiz(b);return(izq(b))�end borrar maxbegin eliminarAVLif esnulo(b) then return(nulo)elseif (raiz(b) = e) then enontro el elementoif eshoja(b) then return(nulo)else debe eliminar un nodo internoif esnulo(der(b)) thenreturn(izq(b))elseif esnulo(izq(b)) thenreturn(der(b))elseb1 := borrar max (izq(b), max);return(balanear(rearbusq(max, b1, der(b))))�



Ap�endie A 175��else ontinua la busquedaif (raiz(b) < e) thenb1 := eliminarbol(der(b),e);return(balanear(rearbin(raiz(b), izq(b), b1)))elseb1:= eliminarbol(izq(b),e);return(balanear(rearbin(raiz(b), b1, der(b))))���end; eliminarAVL
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Ap�endie BEstruturai�on de los TiposAbstratos de DatosEn este ap�endie se relaionan los tipos abstratos (TAD) ubiertos en estelibro indiando las relaiones existentes entre ellos. Presentamos dos tiposde relaiones diferentes:� Las relaiones que sobre el tipo Elemento.� Las relaiones espaiales ( o relaiones de aesibilidad) entre los ele-mentos.En ambos asos las relaiones que se estableen son relaiones de orden(parial o total).Los TAD estudiados se parametrizaron on el tipo Elemento. Comose india en la �gura B.1 los dos tipos abstratos base son el onjunto yel multionjunto, dado que representan oleiones de objetos uya �uniapropiedad es la de perteneer a un mismo onjunto. Los dem�as TAD seobtienes de onjuntos y multionjuntos agregandoles relaiones espaiales orelaiones a los elementos.Cuando se le agrega al onjunto o al multionjunto un ORDEN TO-TAL en el espaio omo organizai�on surge el tipo abstrato seuenia. Laseuenia es un ordenamiento espaial de los elementos de un onjunto (mul-tionjunto). Surge as�� la noi�on de puesto de un elemento.Los tipos COLA,PILA y DIPOLO son espeializaiones del tipo seuen-ia poniendo restriiones a las pol��tias de ingreso y egreso de los elementosa una seuenia. 177
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Figura B.1: Relaiones entre los TDASi adiionalmente el TAD Elemento posee un orden total sobre �el, seaeste �, sumado al orden espaial vemos que es interesante haer oinidir elorden espaial on el orden total de los elementos. Esto lo expresamos omoi < j , proyetar(s; i) � proyetar(s; j). Para lograr esto se revisan los m�etodos de ordenamiento de una seueniaque reiben una seuenia y la transforman de manera que el puesto de unelemento reeje el orden total de los elementos de la seuenia, lo que equivalea deir que el elemento del primer puesto de la seuenia resultado ser�a elm��nimo del onjunto y el m�aximo del onjunto oupar�a el �ultimo puesto.Si a los tipos Conjunto y Multionjunto se le agrega un orden parialomo organizai�on espaial surge el tipo abstrato �arbol, en su forma m�asgeneral de �arbol n-ario a la espeializai�on de �arbol binario.En la �gura B.2 se muestra el TAD �arboles de b�usqueda que se obtienenorganizando Conjunto y Multionjunto de Elemento que posea un ordentotal, on un orden parial espaial.
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Figura B.2: �Arboles
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